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1 Introducao

Um programa pode ser definido como um mecanismo (ou méquina) de transformacao
de informagao. Escrever um programa €, por isso, relacionar as entradas e saidas de tal
maquina.

Por exemplo, para calcular o factorial de um nimero podemos escrever os seguintes
programas em C:



int fact (int n) { int fact (int n) {

if (n==0) return 1; int f;
else return (n*xfact(n-1)); f=1;
} while (n>0) {
f=f*n; n=n-1;
}
return f;

}

Esta definicao é suficientemente abrangente para poder incluir varios paradigmas de
programacao.

e Na programagao declarativa a énfase é posta na explicitagao da relagao existente
entre as saidas (output) e as entradas (input). A forma como tal transformagao
é feita nao estd explicitada no programa; é antes uma caracteristica de cada uma
das linguagens em causa.

e Na programagao imperativa um programa descreve as transformagoes a que a
informacao de entrada ¢é sujeita até ser transformada na informacao de saida. Nao
é por isso geralmente facil determinar a relacdo existente entre os estados iniciais
e finais da informacao.

Na programacao imperativa nem sempre é ficil determinar a ligagao que existe entre os
programas (vistos como sequéncias de instrugoes) e as suas especificagoes (vistas como
a relagdo que existe entre os inputs e os outputs).

Dai que sejam necessarios mecanismos exteriores a linguagem de programagao nos quais
seja possivel expressar essa ligacdo. Desta forma consegue-se avaliar a adequacao de um
programa face a uma especificagao.

Nestas notas apresenta-se, de uma forma muito introdutéria, um desses mecanismos —
triplos de Hoare. Veremos como estes podem ser usados para nos pronunciarmos sobre
a correccao de um algoritmo face a uma dada especificagdo. Veremos ainda, se bem que
de uma forma muito breve, como tal formalismo pode ser usado para guiar a derivacao
de um algoritmo a partir de uma dada especificagao.

A grande fonte de inspiragao deste documento é a parte inicial de um curso leccionado
por Mike Gordon [?] na Universidade de Cambridge e disponivel a partir da pdgina do
autor (http://www.cl.cam.ac.uk/ mjcg/)

2 Estado e Especificacoes

Uma das caracteristicas mais importantes das linguagens imperativas é a existéncia de
estado. O estado de um programa define-se como o conjunto de varidveis (memdria) a
que o programa pode aceder.

Em cada estado, a cada varidvel esta associado um valor. Podemos por isso pensar no
estado como uma funcao que a cada variavel associa o seu valor. Se s for um estado e
v for uma das suas varidveis, é costume representar-se por [v]s o valor de v no estado s.



Esta funcao, que associa a cada variavel o seu valor num dado estado, pode ser gen-
eralizada para fazer corresponder a cada expressdo o seu valor num dado estado. Por
exemplo, se [x]s = 3 e [y]s = 4 entdo

o [x + (yx0)]s = [x]s + ([y]s = [x]s) = 15
o [x+1 == y]s = True

A funcéo de céalculo do valor de uma expressao num estado pode ser usada para calcular
o valor de um predicado num dado estado, e consequentemente caracterizar os estados
de um programa imperativo.

Dado um estado S e um predicado P cujas varidveis livres pertencem as varidveis do
estado 5, dizemos que um esse predicado é valido no estado S sse é valido o predicado

ﬂpﬂs.

Exemplo 1 Seja S o estado em que as varidveis x, y e z tém os valores 10, 2 e 12, respectivamente.
Nesse estado sao validos os seguintes predicados.

o x+z>y && x<z
[ X+y = Z

Por outro lado, nao é vdlido o predicado x > y*z

A correccdo de um programa estd estritamente relacionada com a sua especificacao.
Por outras palavras, ndo se pode afirmar que um programa estd ou nao correcto: um
programa que ordene um vector de inteiros por ordem crescente estd correcto se for essa
a sua especificacao; o mesmo programa estd incorrecto se a especificacao for inicializar
0 vector com zeros.

Para especificar um programa vamos usar dois predicados que estabelecem as pro-
priedades dos estados antes e depois da execugao do programa:

e a pré-condicao que estabelece as condigoes em que o programa deve funcionar;

e a poés-condigao que estabelece aquilo que deve acontecer apds a execucao do
programa.

Comecemos por analizar alguns exemplos de especificagoes de problemas simples e bem
conhecidos.

Exemplo 2 (swap) Para especificarmos o programa que troca os valores das varidveis x e y
podemos tentar escrever a seguinte especificacdo.

Pré-condigao: True

Pés-condigao: x ==yAy==x

Duas notas sobre esta especificacio:

e a pré-condicdo True significa que n3o ha quaisquer restri¢cbes ao funcionamento do programa;



e a pds-condicdo apresentada é uma forma rebuscada de dizer que no final os valores das varidveis
x e y sdo iguais. O que n3o era de todo o que tinhamos em mente.

Este exemplo mostra que por vezes a especificacdo de um problema precisa de relacionar valores de
varidveis antes e depois da execucdo do programa. Uma forma de lidar com este requisito consiste
em, sempre que necessario, fixar os valores iniciais das varidveis. Assim, a especificacdo do programa
que troca os valores das varidveis x e y é:

Pré-condicao: x ==2x9 Ay == yo

Pés-condigao: x ==yg Ay ==z

O uso de um predicado aparentemente mais restritivo (como pré-condi¢do) serve apenas o propdsito
de fixar os valores iniciais das varidveis x e y. zy e yo sdo frequentemente referidas como variaveis
Iégicas (ou ghost variables uma vez que n3o correspondem a nenhuma varidvel do programa.

Exemplo 3 (produto) Para especificarmos um programa que calcula o produto de dois inteiros,
devemos nao sé dizer quais os inteiros a multiplicar mas onde esse resultado serd colocado. Teremos
por exemplo

Pré-condigdo: x == xqg Ay ==y >0

Poés-condigao: m == x( * yg

que pode ser lido como calcular o produto dos valores iniciais de = e y colocando o resultado na
varidvel m. Note-se que esta especificacdo é omissa quanto ao que acontece com as variaveis x e y.
Podemos por isso ter programas correctos em relagdo a esta especificacdo que modificam ou n3o o
valor de alguma destas varidveis.

Exemplo 4 (mod) A especificacdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que coloca
em m o resto da divisdo inteira entre os valores iniciais das varidveis x e y.

Pré-condigdo: x ==19 >0Ay==1yy >0

Pés-condicao: 0 <m < yg AJg>od*yo +m == xg

Exemplo 5 (div) A especificacdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que coloca
em d o resultado da divisdo inteira entre os valores iniciais das varidveis x e y.

Pré-condigao: x ==19 >0Ay==1yg >0

Pés-condicao: d > 0 A Jo<may, d* Yo +m == xg

Exemplo 6 (divmod) A especificagdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que
coloca em d o resultado da divisdo inteira entre os valores iniciais das varidveis x e y e em m o resto
dessa divisdo.

Pré-condicao: x==12¢0 >0Ay==19o>0

Pés-condicao: 0 <m <yoAd>0Ad*xyy+m==xg

Exemplo 7 (divmod) A especificagdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que
coloca em r a raiz quadrada de x.

Pré-condigao: x ==1z¢3 >0

Pés-condigao: rxr == xg




Exemplo 8 (procura) Consideremos o problema de procurar um dado valor (x) num vector or-
denado (v[] da posicdo a a b). A especificacdo deste problema pode ser feita com os seguintes
predicados:

Pré-condicao: (Vo<i<p . vIil == v;) A (Va<ict - vi < Vig1)

Pés-condicao: (V,<i<p.vIi]l == v;) A ((Fa<i<p - vi == x) = vIp] =x)

Vejamos com mais detalhe cada uma das conjungdes acima.

Na pré-condicdo, o primeiro termo serve para fixarmos os valores iniciais do vector. Este mesmo
termo aparece na pds-condicdo, obrigando por isso que os valores do vector ndo sejam alterados.

O segundo termo da conjun¢do afirma que o vector estd ordenado. Uma formulagdo alternativa seria

Va<ij<b -0 < j = v <vj

Finalmente o segundo termo da pds-condi¢do afirma que, se existir um elemento do vector igual a x,
entdo o valor da componente indice p tem esse valor x.

Note-se que n3do se especifica qual serd o valor de p no caso de o valor que procuramos n3o ocorrer
no vector.

Exercicio 1 Descreva por palavras as seguintes especificacdes:

Pré-condigao: x == 290 >0ANe==¢y >0
1.
Pés-condigao: ‘ TET — X ‘ < eg
Pré-condigao: Vo<i«n Ali] ==a;
2.
Pés-condigao: Yo<i<n (Afi] == a; AN Alp] < a;)

Exercicio 2 Escreva especificagdes (pré e pds condigcdes) para os seguintes problemas:
1. Um programa que coloca na varidvel r um mdltiplo comum das varidveis X e Y.
2. Um programa que coloca na varidvel r o minimo miltiplo comum das varidveis X e Y.

3. Um programa que recebe dois arrays A e B como pardmetros, e verifica se eles tém um
elemento em comum.

4. Um programa que recebe dois arrays A e B (ambos com N elementos) como pardmetros,
e calcula o comprimento do prefixo mais longo que os dois tém em comum.

3 Programas

A linguagem de programacao que vamos apresentar é muito simples. Tem no entanto
os ingredientes necessarios a analise de um conjunto razoavel de problemas.

Tomando como base um conjunto V' de varidveis de estado, e as operacoes usuais sobre
os valores dessas varidveis, a sintaxe de tal linguagem de programacao pode ser descrita
por:



<programa> == V := <exp> ;
<programa> <programa>
if <cond> { <programa> }
if <cond> { <programa> } else { <programa> }
while <cond> { <programa> }

4 Correccao Parcial
Dados
e Um programa S
e Dois predicados P e ) sobre as varidveis do programa S

escrevemmos

{PysS{Q}

e lé-se o programa S estd (parcialmente) correcto face a especifica¢ao (P,Q), com o
seguinte significado:

Se, a partir de todos os estados em que P é vélido, executarmos o
programa S, depois dessa execucao terminar, atingimos estados em
que @ ¢é valido.

Para melhor compreender este conceito de validade, vejamos um caso em que essa vali-
dade nao é verificada.

Exemplo 9 Atentemos no seguinte triplo:
{z>0}z=ac+y{2x>1}

Para mostrarmos a validade deste triplo teremos que enumerar todos os estados em que a pré-condicdo
x > 0 se verifica, e assegurarmo-nos que depois de executar o programa x = x + y) a pds-condi¢cdo
(calculada no estado resultante) é valida.

Para mostrarmos que o triplo n3o é vélido temos que encontrar pelo menos um destes estados iniciais
(contra-exemplo) em que tal ndo se verifique.

Considere-se entdo o estado A em que [x]4 =3 e [y]a = —5.

Note-se que neste estado a pré-condicdo é valida:

[x > 0]ae (3>0) < True

Partindo desse estado, atingimos um estado B em que [x]p = —2 e [y]s = —5. Ora neste estado
a pds-condicido n3o é vilida:

[x > 1]p < (-2 > 1) & False



Este exemplo evidencia que a forma de provar que um dado triplo nao é valido consiste
em descobrir um contra-exemplo. Para determinar que um destes triplos é valido,
terfamos que enumerar todos os estados (que validam a pré-condigdo) e executar o
programa a partir deles. Ora esta tarefa é em geral invidvel e por isso teremos que
establecer um conjunto de regras de prova que nos permitam atingir tal objectivo
Para cada um dos construtores de programas vistos na seccao 3 vamos apresentar regras
de prova da correccao de programas que envolvam essas construgoes.

Exercicio 3 Pronuncie-se sobre a validade dos seguintes triplos de Hoare:
L{i>j}j=i+lii=7+1{i>j}
2. {i!'= j}tif(i>j)thenm:=i—jelsem:=j—i{m>0}
3.{a>b}m:=1Lin:=a—-b{m*xn>0}
4 {s==2"}i:=i+1;s:=sx2{s==2"}

(&)

. {True }if (i < j) then min :=1i else min:=j{min <iAmin<j}

[e)}

AL1>0AF>0}if (i <j) then min =i else min :=j {min >0}

4.1 Restricao das Especificagoes

Convém notar a semelhanca que existe entre a correccao parcial e a implicacao de
predicados.

e Quando, para dois predicados P e ) dizemos que P = @ é vélido queremos dizer
que se P é valido @ também é. Dizemos ainda que P é mais forte (ou mais
restritivo) do que Q.

e Por seu lado, quando dizemos que { P} S { @ } é valido queremos dizer que se P
for vélido num dado estado, @@ também o serad depois da execucdo de S.

Daqui, e da transitividade da implicagdo, podemos desde ja enunciar duas regras de
correcgao, que dizem respeito a restricao de uma especificacao.

Fortalecimento da pré-condicao Se um programa S funciona em determinadas con-
digoes iniciais P, ele continuard a funcionar em condi¢oes mais restritivas.

R=P {P}S{Q}
{R}S{Q}

Enfraquecimento da pés-condigao Se um programa S garante que alguma pro-
priedade @ é valida, garantird que qualquer condi¢do menos restritiva também

é vélida.
{P}S{Q} Q=R
{P}S{R}

(Fort)

(Enfraq)

Estas duas regras podem ser resumidas numa s6 que traduz a restricao de especificagoes.
P=P {P}5{Q} Q=Q
{pPys{eQ}

(Consequéncia)



4.2 Atribuicao

A operagao fundamental de qualquer linguagem de programacao imperativa é a atribuicao
do valor de uma expressao a uma variavel.

Antes de apresentar a regra de correccao da atribuicdo convém relembrar o significado
de tal comando. O efeito de uma atribuicao x := E pode ser descrito pelos seguintes
passos.

1. Comeca-se por calcular o valor da expressao E no estado inicial.

2. O estado é entao alterado mudando o valor da varidvel x para esse valor entao
calculado.

Esta descrigao evidencia que o valor da expressao E é calculado no estado inicial. Ou
seja, que qualquer propriedade sobre o valor final de x também deve ser valida sobre o
valor da expressao e no estado inicial.

Atribuigao—1

(Atribl)
(Pl\E)} 2= B {P)

Quando escrevemos Pz \ E] significamos substituir todas as ocorréncias (livres) da
varidvel x pela expressao E. Por exemplo,

o (x4 y)[z\x—y| éaexpressao (x —y) +y

[ ]

n
@+ vy \y+1]
y=0
é a expressao x + ZZ:O y? (uma vez que a varidvel y nio esta livre).

E de realcar que esta regra nos permite determinar qual é a restricdo menos forte que
devemos fazer para obter um dado resultado apds uma atribuicao.

Conjugando esta regra com a do fortalecimento da pré-condicao permite-nos escrever
uma regra de aplicacao mais usual.

Atribuigao—2
P = (Qlz\E])
{Ple=E{Q}

(Atrib2)

4.3 Sequenciagao

Uma outra construcao fundamental de programas é a de sequenciacao: executar um
programa apds outro.

Para motivar a regra de correcgao desta construcao, vejamos a diferenca que existe entre
os seguintes comandos em python. Assumamos que partimos de um estado em que o
valor das varidveis a e b sao 10 e 6, respectivamente.



e Ocomandoa = a + b; b = a - b; leva-nos para um estado em que as variaveis
a e b tém os valores 16 e 10.

e O comando a,b = a + b, a - b leva-nos para um estado em que as varidveis a
e b tém os valores 16 e 4.

Isto porque enquanto que no segundo comando, os valores a atribuir sao calculados
num mesmo estado inicial (dai se chamar atribui¢ao simultanea), no primeiro comando,
o valor da segunda expressdo é calculado num estado intermédio (correspondendo ao
estado final do primeiro comando).

A regra de correcgao associada a sequenciagao de programas deve espelhar que
e 0 primeiro programa é executado a partir do estado inicial.
e 0 estado final é atingido apds a execucgao do segundo programa

e o segundo programa deve ter como entrada (i.e., pré-condi¢ao) a saida (i.e., pds-
condigao) do primeiro.

Sequéncia
{P}SI{R} {R}S5{Q}
{P}S1S{Q}

(Seq)

Exemplo 10 Vamos provar que o seguinte algoritmo troca os valores das varidveis x e y.

X =X +7y;
y =X -y
X =X -7y

A especificacdo deste problema foi apresentada no Exemplo 2 da pagina 3.
Usando a correccdo da sequenciacdo, temos de encontrar predicados R; e R tais que:

{X::XO/\y::yO}

X =X+ 7y ;
{R2}
y =Xy ;
{Re}
X =X -y ;

{X::yo/\y::xo}

O célculo dos predicados R; e Rs é feito, por essa ordem usando a primeira regra apresentada para
a atribuicdo. Assim teremos:

o Ri= (x==yAy==mz)x\x - y]

o Ry= Ryfy\x -]

(x - y==yoAy==20)[y\x - ]
x - (x-y) ==y x - y==10
= y==yYAx - y==1u



Para completarmos a prova vamos usar a segunda das regras apresentadas para a atribuicdo. Temos
ent3o de provar que:
(x==a0 ANy ==10) = Reo[x\x + ]

Comecemos por simplificar o consequente desta implicacdo.
Rolx\x + y] = (y==woAx - y==wmz0)[x\x +y]

Que n3o é mais do que o antecedente, e por isso a implicagdo é valida.

Exemplo 11 Uma forma mais habitual de resolver o mesmo problema (da troca dos valores de
duas varidveis) passa por usar uma terceira para armazenar temporariamente o valor de uma delas.

Z = ;
X =

y =

’

N < X

5
Usando a correccdo da sequencia¢do, temos de encontrar predicados R; e R tais que:

{x==x0Ay==yo}
Z = X

{Ra2}

X =y
{Ru}

y 1=z
{x==yoANy==x0}

Donde vem:

e Ri= (x==yoAy==uu0)ly\2|
= X::yo/\z::xo
o Ry= Rifx\y]

(x ==yo Nz == zo)[x ]
= y::yo/\z::xo

Mias uma vez, para completarmos a prova vamos usar a segunda das regras apresentadas para a
atribuicdo. Temos ent3o de provar que:

(x==129 ANy ==1yo) = Ra[z\ %]
Simplifiquemos o consequente desta implicac3o.

Rolz\x| = (y==yoN\z==m)[z\x]
= Y==YoNX==120

Que n3o é mais do que o antecedente, e por isso a implicacdo é valida.

Como podemos ver pelos exemplos apresentados, a aplicacao da regra da sequenciagao,
quando os comandos envolvidos sao atribuicoes, traduz-se por aplicar sucessivamente
a regra da atribuigao pela ordem inversa a que aparecem na sequéncia. Dai que, na
pratica, seja mais 1til a seguinte regra composta.

P = ((Qxn \ En])[xn—1\ En1]) - -)[x1 \ E1]
{R} X1 :El;"';xn :En {Q}

(SeqAtr)
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4.4 Condicionais
A correccao de programas que envolvam condicionais é dada pela seguinte regra.
Condicional
{PAc}SI{Q) {PA-c}S{Q}
{P}if c{Si}else {5} {Q}

(ifThenElse)

Que traduz o significado intuitivo da construgao if ¢ {S;} else {Sa}: partindo de P,
a pos-condicao () pode ser atingida executando um de dois comandos:

e 51 no caso da condigao ser verdadeira
e S5 no caso da condicao ser falsa

Exemplo 12 Vamos provar que o seguinte algoritmo coloca em M o maximo entre os valores das
varidveis x e y.

if (x > y)
{M:=x; 1%}

else
{M:=y;}

A especificagdo informal feita acima pode ser feita usando os seguintes predicados.

Pré-condicao: x ==xzo Ay == yo

Pés-condigao: M == max (xg,yo)

Usando a correccdo dos condicionais, podemos anotar o algoritmo acima com os seguintes predicados.

{X:XQ/\y:yo}

if (x > y)
{x>yAx==xANy==y0}
1| {M:=x;
i {M==max (xo,¥0) }
e%ge
{x<yAx==xAy==yo}
2| M :=y;
L {M ==max (xo,Y0) }

Vamos ent3o usar a regra da atribui¢do para concluir a prova. Para isso temos de mostrar a validade
das seguintes implicacdes

1. (x>yAx==z9Ay==1yo)=> (M==max (zo,4))[M\Z]
= x==max (Z9,Yo)

2. x<yAzx==z90Ay==10) = M==nmax (x,¥y0))M\y]
= y==max (zo,¥Yo)

Que s3o consequéncia da definicio do maximo entre dois niimeros.
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Em muitas linguagens de programacao existe ainda a possibilidade de definir condi-
cionais s6 com uma alternativa. A regra associada a esta construcao pode ser derivada
da anterior se notarmos que em caso de falha nao é executado qualquer comando. Te-
remos entao:

Condicional-2

{PAc}S{Q} (PA-c)=Q
{P}rif c{S}{@Q}

(ifThen)

E de realgar que esta regra traduz o comportamento esperado do programa em causa:
1. se a condicao é verdadeira o predicado @) s6 ¢é atingido apds a execucao de S

2. Quando a condicao é falsa, o predicado ) é uma consequéncia imediata da pré-
condicao P.

Exercicio 4 Prove cada um dos seguintes triplos de Hoare.

[y

Ai>jli=i+1i=7+1{i>j}
2. {i!'= j}tif(i>j)thenm:=i—jelsem:=j—i{m>0}
3.{a>b}m:=1Lin:=a—b{m*xn>0}

4 {s=2"}i=i+1;s:=5+2{s=2"}

5. {True } if (i < j) then min :=1i else min := j {min <iAmin < j}
6. {i>0Aj>0}if (i<j)then min:=1ielse min :=j {min >0}
4.5 Ciclos

Por uma questao de simplicidade vamos usar apenas uma forma de ciclos, correspondente
ao que em C se codifica com um while.
Para provarmos a correc¢ao (parcial) de um programa da forma

while b { S }

vamos precisar de encontrar um predicado, denominado invariante do ciclo que traduz
o processo usado na obtencao do resultado. Para isso teremos de provar que é verdadeiro
antes de cada iteracao do ciclo e que no final do ciclo (i.e., quando a condi¢ao do ciclo
é falsa) nos garante que a pds-condigao é alcangada.

A regra de correcgao fundamental para os ciclos é:

Ciclo-1
{INc}S{I}
{I}while ¢ S{IA-c}

(while-1)

Podemos ainda usar as regras de restricao das especificacoes para derivar a seguinte
regra de correccao de um ciclo.
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Ciclo-3
P=1 {IAc}S{I} (IN-c)=Q
{P}while cS{Q}

(while-3)

Vejamos entao quais as premissas a provar quando queremos mostrar a validade de um
ciclo:

1. P = I. Antes da execucao do ciclo, o invariante é verdadeiro.

2. {INc}S{I}: Assumindo que o invariante é véalido antes de uma iteracdo do
ciclo, ele continua valido depois dessa iteracao.

3. (IA=c)= Q: Quando o ciclo termina a pés-condigao é estabelecida.

Exemplo 13 Consideremos o seguinte programa que multiplica dois niimeros inteiros por somas
sucessivas:

m=0;d=y;
while (d>0) {
m=m+ x;d = d-1;

W N e

}

Podemos, a posteriori, tentar caracterizar este programa pela seguinte especificacdo:

Pré-condicao: x=xgAy=1yo >0

Pés-condigao: m = zq * yg

Para tentarmos descobrir o invariante deste ciclo, vamos experimentar o programa acima para um
valor inicial do estado das suas varidveis (por exemplo, para x =z =11 e y = yo = 6).

Linha X y d m
1 11| 6| 7| 7
2 11 e[ 6] o0
3 11] 6] 6] ©
2 11| e[ 5[ 11
3 11 e[ 5[ 11
2 1] e[ 4] 22
3 1] 6] 4] 22
2 11 e[ 3] 33
3 11 e[ 3] 33
2 11 6] 3] 33
2 11| e[ 1] &5
3 11 6 55
2 1] 6 66
4 ][ 11| 6] o] 66

A andlise deste comportamento (particularmente o do estado antes de executar cada instancia da linha
2) evidencia algumas propriedades que nos podem ajudar a tentar encontrar o variante e invariante
necessarios:
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e Os valores de x e de y permanecem inalterados.
e O valor de m cresce proporcionalmente ao decréscimo de d.

Ajudados por estas observagdes, podemos formular o seguinte
I = (x=x0) A (y=1y0) N zo*xd+m =2 * Yo

O predicado I acima n3o é suficiente para provar a correccdo; mas podemos usa-lo como primeira
aproximacao.
Usando as regras apresentadas, aquilo que temos de mostrar é:

L (x=zoNy=y020) = (Im\0,d\y])

= (((x=z0) A (y=190) A zo*d+m=zp*yo)m\0,d\y])
= ((x=m0) A (y=w0) A zo*y+0=10%y))

Im\m+x,d\d—1])

(x=z0) N (y=yo) N xog*xd+m=2x*yo)m\m+x,d\d—1])

(= 20) A (v = y0) A 70 (d— 1) +m+x = 0 % o))

= (((x=20) N(y=yo) Nxo*d—20+m+x=20*yo))

3. IA-(d>0) = (m=z0*y0)

2. (INd>0) =(
= (
= (

Ao tentarmos mostrar a validade desta (ltima implicagdo apercebemo-nos que precisamos ainda de
acrescentar ao invariante a propriedade d > 0, pois s6 assim garantiremos que no final do ciclo (i.e.,
quando a condi¢do do ciclo for falsa) o valor de d é nulo, establecendo entdo a pds-condicdo em
causa.

E claro que, acrescentando esta conjuncdo ao invariante, teremos que recalcular as trés implicagoes.

5 Correccao Total

Relembremos a especificacao apresentada no Exemplo 7 do calculo da raiz quadrada de
um numero positivo.

Pré-condigao: x ==x¢p >0

Pés-condicao: r xr == xg

Consideremos o seguinte programa:

1 r=0;
2 while (r>=0)
3 r = r+l;

Finalmente, seja I o seguinte invariante I = r > 0.
Para mostarmos a correccao deste programa face a especificagao, devemos provar as
seguintes condicoes:

1. x==290>0 = (r>0)[r\O0
:>(020)

2. r>0Ar>0) = (r>0)r\r+1]
= (r+1>0)
r>0 =r>-1
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3. r>0A~(r>0) =r*xr==u1
False = r*r == 12

Que sao trivialmente verdadeiras.

No entanto a intuicao diz-nos que o programa em causa nao calcula a raiz quadrada. Para
entendermos esta discrepancia, vejamos novamente as permissas da regra de correccao
de um ciclo.

e As primeiras duas (P = [ e {I Ac} S {I}) garantem-nos que o invariante é
valido antes de cada iteracao do ciclo.

e A terceira (I A—c) indica que, quando o ciclo terminar, a pds-condigao é vélida.

Ora é exactamente isso que se passa — o ciclo usado ndo terminal

Este exemplo motiva a introducao de uma definicado mais restritiva de correc¢do — cor-
recgao total — e de nos referirmos a definicao apresentada como correcgao parcial.
Assim, dada uma especificacao (P, Q) dizemos que um programa S estd totalmente
correcto face a essa especificacao e escrevemos [P S [Q] sse

1. {P}S{Q}, ouseja que o programa estd parcialmente correcto

2. Partindo de qualquer estado em que P é valido, o programa S termina.

As regras de inferéncia da correccao total sdo em tudo idénticas as da correccao parcial,
excepto para a regra do ciclo. Esta é a tinica construcao em que a termionagao de um
programa nao depende exclusivamente da correccao das suas partes.

Assim teremos:

1. Atribuicao
P = (Q[z\E])

[Plz:=E[Q]

(Atrib)

2. Sequéncia

[P]S1[R] [R]S2[Q]
[P] S1 52 [Q]

(Seq)

3. Condicional

[PAc]S1[Q] [PA-c]S:[Q]
[P]if ¢ {51} else {52} [Q]

(ifThenElse)

Para provarmos a correccao total de um ciclo vamos usar um conceito novo — variante
— que consiste numa expressao inteira V que decresce (estritamente) em cada iteragao
do ciclo sem nunca ultrapassar um dado valor (tipicamente 0). A regra de correcgao
total de um ciclo sera entao.

P=1 INc=>V>0 [INcAV == S[IANV <vg] ([IAN=¢c)=Q

(while)
[P]while ¢S [Q]

Vejamos com mais pormenor as permissas que sao diferentes das da regra da correccao
parcial de um ciclo.
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e I ANc =V > 0 significa que sempre que se pode fazer uma iteracdao do ciclo, o
variante é positivo

o [INcAV == S[INV <]

— A conjuncdo V == vy na pré-condicdo fixa o valor do variante antes de se
efectuar uma iteracao do ciclo.

— A conjungdo V' < vy na pds-condigdo impoe que o valor do variante apds a
execucao de uma iteragao do ciclo decresce (estritamente).

No exemplo acima, da multiplicagdo inteira (pag. 13), o variante é facil de encontrar:
V = d uma vez que o valor desta varidvel (inteira) decresce em cada iteragao do ciclo e
tem um valor minimo. Noutros casos a determinagao do variante nao é tao facil.

6 Exemplos

Nesta seccao vamos apresentar alguns exemplos de anéalise de correccao.

Nestes exemplos, e de forma a motivar o uso de ferramentas de apoio a esta analise,
vamos apresentar os programas anotados com as vérias condigoes (pré, pés, invariantes
e defini¢ao de variantes).

Também com o mesmo propdsito, vamos obedecer a algumas restrigoes nos programas
apresentados, nomeadamente a de nao alterar os valores dos argumentos das funcoes.
Desta forma, o exemplo apresentado nas seccoes anteriores, de calculo do produto de
dois numeros serd escrito da seguinte forma.

int mult (int x, int y){
// pre: y >= 0
int m =0, d = y;
while (d>0) {
// inv: d>=0 && m == x * (y-d);
// var: d
m = m+x;
d = d-1;
}
// pos: m == x*xy
return m;

}

6.1 Multiplicagao (binéria)

A estratégia usada acima para calcular o produto de x por y consiste em calcular um
somatério com y parcelas, todas iguais a x. Uma forma mais eficiente de calcular este
produto consiste em diminuir o niimero de parcelas aumentando o valor de cada parcela.
Por exemplo,

e para y um numero par (i.e., y = z+z),
zxy=c+z+---+rz=@+z)+@+z)+ -+ (z+2)
—_———

y parcelas z parcelas
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e para y um numero impar (i.e., y = 1+z+z)

rxy=z+a+---+rx=c+(@+a)+(@x+z)+ -+ (x+2)
—_—

y parcelas z parcelas

Daqui resulta a seguinte solucao:

int multBin (int x, int y){
// pre: y >= 0
int r =0, a=x, b =y;
while (b>0) {
// inv: 777
// var: 777
if (%2 == 1) r =r + a;

a=ax*x2; // equiv a: a = a<l
b=>b/ 2; // equiv a: b = b>>1

}

// pos: r == x*y

return m;

}

De forma a definir o invariante deste ciclo devemos ter em atencao que, a medida que
vamos mudando o numero de parcelas (b) e o valor de cada parcela (a), em r vamos
acumulando o que nao pode ser factorizado dessa forma (ver o exemplo acima para
quando y é fmpar). Dito isto, a propriedade (invariante) que nos permitird provar a
correccao (parcial) desta fungao é

I=(r4+axb=xzxy)Ab>0

A dltima conjuncao sera usada para mostrarmos que quando o ciclo termina o valor da
variavel b é 0.

Para provarmos a terminacao do ciclo podemos usar como variante o valor da varidvel
b.

As condicbes que daqui resultam sao:

L. {P}r=0; a=x; b=y{l}

y>0 = ((r+axb=zxy)A

b= 0)[b\ylla\ ][r\0]
= ((0+zxy=z*xy)Ay>0

)

2. UNec=V>0)
(r+axb=xxy)ANb>0=b>0

3. {INcAV =0} S{INV <vp})
Como o corpo do ciclo comeca com um if, podemos desde ja partir nos dois casos:
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(a) {INV>0NV2=1ANvg=b}r=r+a;b=b/2;a=ax2{INb<wg})

(r+axb=xxy) Ab>0Ab>0AD%2=1A1vy=Db)
= ((r+axb=zxy) Ab>0Ab<wg)la\ax2][b\b/2][r\r+ad
= (((r+a+(ax2)*(b/2)=z*xy) Ab>0AD/2 < vg)

Note-se que, nas condicoes do antecedente (b%2 = 1) a expressao b/2 é equiv-
alente a (b—1)/2 e, por isso, b/2x(a*2) = (b—1)/2x(ax2) = (b—1)*a = bxa—a.
(b) {IAb>0AR2#1ANvg=b}b=0b/2;a=a*x2{IANb/2<vg})

(r+axb=xxy) Ab>0Ab>0AD%N2#1ANvg=0)
= ((r+axb=xxy) A\b>0Ab<wv)a\ax*2][b\b/2]
= ((r+a+(ax2)x(b/2)=xzxy) Ab>0Ab/2 < vp)

Note-se que, nas condic¢oes do antecedente (b%2 # 1) a expressao b/2x(a*2) =
bxa.

4. (IN-c= Q)
(r+axb=xzxy) Ab>0Ab<0)= (r=xx*y)

Das condigoes do antecedente (b > 0 A b < 0) pode-se concluir que b = 0.

6.2 Valor de um polinémio num ponto

Pretende-se definir uma funcio que, dado um polinémio (por exemplo 3.25 — 4.2% + 3)
e um ponto (por exemplo z = 10) calcule o valor do polinémio nesse ponto (3 * 10° —
4% 10% + 3 = 299603). Assumindo que os polinémios sio representados por um array
de coeficientes, em que no indice i se encontra o coeficiente correspondente a x*, uma
possivel implementagao dessa fungao seria:

int valor (float x, float pl[l, int N){
// pre: N >= 0
float r = 0; int i = 0;
while (i<N) {
// inv: 777
// var: 777
r =r + pow(x,i) * p[il;
i = i+1;
}
// pos: r = sum_{0<=k<=N-1} p[k] * (x"k)
return m;

}

De forma a determinarmos o invariante necessario, vamos comecgar por apresentar um
exemplo de execugao para um polinémio de grau 4 (N=5). O que queremos mostrar é
que no final do ciclo, na variavel r esteja o valor

o= Zizo plk] * z*
= p[0] 2 + p[1] * 2! + p[2] * 22 + p[3] * a3 + p[4] * x4
= p[0] + p[1] * = + p[2] * 2% + p[3] * 23 + p[4] * 2*
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i ‘ T

0]0

1| 2% p[0]

2| 2% % pl0] + 2" % p[1]

3 | 2% #pl0] + ' # p[1] + 2” * p[2]

4 | 20 % p[0] + 2t * p[1] + 22 * p[2] + 23 * p[3]

5| 2% p[0] + 2 % p[1] + 2% x p[2] + 23 % p[3] + 2" x p[4]

Este exemplo evidencia que em cada iteragao estamos a calcular mais uma das parcelas
do somatério pretendido, ou seja,

i—1
r= Zp[k:] *
k=0

Esta propriedade, juntamente com outra que nos garanta que no final do ciclo i é igual
a N, é suficiente para mostrar a correc¢ao parcial.
Quanto a terminacao, o valor da variavel i aumenta em cada iteragao sem nunca ultra-
passar N, pelo que a expressao N-i é um variante adequado.
Resumindo,

I = T—Zk Op[ JxaF AP <N

V. = N—1

Exercicio 5 Tal como fizemos acima para a multiplicacdo binaria, apresente as condi¢des
de verificagdo correspondentes a prova da corre¢do (total) desta fungdo.

Uma pequena optimizagao que podemos fazer na fungdo apresentada, e de forma a estar
sempre a calcular poténcias de x, consiste em usar uma varidvel onde essas poténcias
vao sendo calculadas.

int valor (float x, float pl[l], int N){

// pre: N >= 0
float r = 0, pot = 1; int i = 0;
while (i<N) {

// inv: 777

// var: 777

r =r + pot * p[il;

pot = pot * x;

i=i+1;
}
// pos: r = sum_{0<=k<=N-1} p[k] * (x"k)
return r;

}

Esta pequena mudanca equivale também a uma pequena mudanca no invariante. Deve-
mos incluir o significado da varidvel pot. Assim teremos:

I = (r= Z_:lop[k]*a:k)/\(iSN)/\(pot:xi)
V = N-—;
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Uma outra optimizagao (conhecida como método de Horner) que se pode fazer a esta
funcao baseia-se na factorizacdo do somatério que se pretende calcular.

Yy plk] xa® = p[0] « 2% 4+ p[1] x & + p[2] ¥ 22 + -+ + p[N — 1] 5 2N
=p[0] +p[1] * x4+ p[2] * 22 + -+ p[N — 1] x 2V 7!
= pl0] +x % (p[1] + p[2] x z + -+ p[N — 1] x 2N 72)
=P[0]+9€*( [1] + 2+ (p[2] +- - +p[N = 1] % 2V73))

:p[()]—l-x*(p[l]—I—x*(p[2]—I—---—i-:I:*(p[N—l]—i-O)'--)

Esta factorizagao sugere que se percorra o array da direita para a esquerda (i.e., o indice
i varia entre N e 0), acumulando em r os resultados parciais explicitados acima.
Para o exemplo que vimos acima (N = 5), a evolugao do valor das vérias varidveis sera:

|

o or| e
s oflR

[4]

{

=
3 | p[3] + x * p[4]

‘[

2 | p[2] + z * (p[3] + = * p[4])

1| p[l] + 2+ (p[2] + = * (p[3] + z * p[4]))

0 | p[0] +x * (p[1] + = * (p[2] + = * (p[3] + = * p[4])))

De forma a escrevermos o correspondente invariante, vamos apresentar a tabela acima
com os valores de r desfactorizado

|

]

3]+ * p[4]

]+ 2 % p[3] + 22 * p[4]
1]+x*p[2]+x2*p[3]+x?*p[4]

0] + 2 * p[1] + 22 % p[2] + 23 * p[3] + z* * p[4]

O = N Wk O
=

Donde podemos escrever
I = (r=235"plk]*2") A (i 20)

Daqui resulta a seguinte definicao:
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int valor (float x, float pl[l], int N){
// pre: N >= 0
float r = 0; int i = N;
while (i>0) {
// inv: r == sum_{i<=k<=N-1} pl[k] * x~{k-i}) && (i >= 0)

// var: i

i=i-1;

r = pli] + x * r;
}
// pos: r = sum_{0<=k<=N-1} p[k] * (x"k)
return r;

}
Exercicio 6 Apresente as condi¢des de verificacido correspondentes a prova da correcdo
(total) desta func3o.
6.3 Procura num array

Uma fungao que procura um valor (inteiro) num array (de inteiros) pode ser especificada
como:

Pré-condigao: N >0

Pés-condicao: (r = —1 AVo<penv[k] #2) V(0 <r < NAv[r] =2x)

Note-se a disjuncao na pods-condicao:
e o valor de r deve ser -1 se o elemento nao existir no array
e no caso de existir, o valor de r é o indice onde ele se encontra

Como nao existe qualquer restricao sobre a ordenagao do array, a procura tem que ser
feita de forma exaustiva, consultando todos os elementos até encontrarmos ou percor-
rendo todo o array.

int procura (int x, int v[], int N){
// pre: N >=0
int r = -1, i = 0;
while (r == -1 && i < N){
// inv:
// var:
if (v[i] == x) r = i;
i=i+1;
}
// pos: (r == -1 && forall {0 <= k < N} v[k] != x))
// (0 <=1 <N && v[r] == x)
return r;
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A variavel r vai ter o valor -1 enquanto o elemento nao for encontrado. Por outro lado,
o indice i marca a primeira posi¢do do array que ainda nao foi consultada. Assim, o
invariante deste ciclo pode ser definido como uma variante da pods-condicao, onde nos
pronunciamos apenas sobre a parte do array ja consultada.

Quanto a terminacao, a expressao N-i satisfaz os requisitos para um variante.

I = (< N)A((r=—-1AVYo<k<iv[k] #2)V (0 <7 <iAvr]=uzx))
V. = N—i

As condicoes que daqui resultam sao:
1. {P}r=-1;1=0{1})

N>0 = ((¢
0

<
= (0<

N) A\ ((7’ =-1 /\V0§k<i’v[k] #* IL’) V
A )

0<r<iAv[r]=x)))i\0]r\ —1]
N) ((—1 = —1/\\V/[)§]€<0 U[k‘] 7511 )

(
V(0<-1<0Avr]=ux)

2. INec=>V>0)
(it<N) AN ((r=-1AVo<ke<ivlk] #2)V(0<r <iAv[r]=x))
AN r=-=1ANi<N)
= N-1>0
3. {INcAV =09} S{INV <vp})
Como o corpo do ciclo comeca com um if, podemos desde ja partir nos dois casos:
(a) {INncAv[i]=zAvy=N—-i}tr=dii=i+1{IAN—-i<vy})
(1 < N) ((r==1AVYo<kivlk] #2) V(0 <r <iAv[r] =2x))
r=—-1ANi<NAv[i]=zANvg=N—1i
(i< N) N ((r=—-1AVYo<p<iv[k] #2) V(0 <71 <iAvr]=ux))
AN N —i<wg)fi\i+1][r\7]
= ((+1<N) AN ((i=-1AVo<keirvk] #2)V(0<i<iAv[i]=uz))
VAN N—i—1<1}0)

A\
A
=

(b) {IANcA@[i]#x)ANvo=N—-i}ti=i+1{IAN—-i<vy})

(i< N) AN ((r=-1AVo<p<ivlk] #z)V(0<r <iAvr]=uz))
AN r=—=1Ni<NAv[i]#xANvg=N —i
= ((<N) AN ((r=—-1AYo<p<iv[k] #2)V (0 <7 <iAvr]=uzx))

AN N—i<w)i\i+1]
= ((+1<N) AN ((r=—-1AYo<peiv1V[k] #2)V(0<r <i+1Avr]=ux))
VAN N—i<2}0)

4. (IN—c=Q)

(1 <N) ( —1 AVo<peivlk] #2)V (0 <r <iAv[r] =x))

AN ((r=
A ((r#-1Vvi>N))
= (r=—-1AVYo<kpenv[k] #2) V(0 <7 <NAvr =z
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Se o array estiver ordenado podemos definir uma versao ligeiramente mais eficiente desta
funcao.

int procura (int x, int v[], int N){
// pre: N >= 0 && forall_ {0<k<N} v[k-1]<=v[k]
int r = -1, i = 0;
while (r == -1 && i < N && v[i] <= x){
// inv:
// var:
if (v[i] == x) r = i;
i = i+1;
}
// pos: (r == -1 && forall {0 <= k < N} v[k] != x))
// (0 <=1 <N && v[r] == x)
return r;

}

Para o leitor menos atento, vejamos as diferencas relativamente & versao anterior:
e Na pré-condigao da fungao foi acrescentada a restrigao do array estar ordenado.
e Na condigao do ciclo foi acrescentada uma conjuncao extra: v[i] <= x

E por isso natural que o mesmo invariante satisfaca duas das propriedades necessarias:
inicializagao e preservacao. Contudo, para provarmos a utilidade, i.e., que quando o ciclo
termnina a pds-condicao é atingida, precisamos de acrescentar uma propriedade extra
ao invariante: que o array estd ordenado. De facto, quando o ciclo termina por causa da
nova condicao, i.e., quando v[i] > x, precisamos de saber que o array estd ordenado
para podermos concluir que o elemento nao se encontra na parte nao consultada do
array.

Resumindo,

I = (i<N)A
((r=—=1AVo<k<iv[k] #2) V(0 <7 <iAvr]=z))A
V0<k<NU[k — 1] S ’U[k‘]

Vo= N-—i

Quando o array a pesquisar estd ordenado (por ordem crescente) podemos fazer a
procura de uma forma substancialmente mais eficiente, eliminando da pesquisa varios
elementos do array por cada iteragao.
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int procura (int x, int v[], int N){
// pre: N >= 0 && forall_ {0<k<N} v[k-1]<=v[k]
int r = -1, i = 0, s = N-1;

while (r == -1 && i <= s){
// inv:
// var:
m=1i+ (s-i) / 2;
if (v[m] == x) r = m;

else if (v[m] > x) s = m-1;
else i = m+1;

}
// pos: (r == -1 && forall {0 <= k < N} v[k] != x))
// (0 <=1 <N & v[r] == x)
return r;
}

Tanto o invariante como o variante deste ciclo podem ser definidos baseados nos que
foram definidos atras.
Para a procura sequencial:

e O invariante descrevia a por¢ao do array em que o elemento nao tinha sido encon-
trado. Vimos ainda que temos que incluir como invariante a propriedade do array
estar ordenado.

e O variante media a porcao do array que ainda nao havia sido consultada.
Adptando estas consideracoes para a procura bindria, temos que:

e A parte do array que sabemos nao conter x corresponde aos indices [0..i[U]s..N —1]

e O tamanho da porcao ainda nao consultada corresponde a s —i + 1

I = (1< N)
A ((r=—1AVo<k<iV[k] # x AVscrenvik] #2) V(0 <r <iAv[r]=2x))
A Vocken vlk — 1] < v[k]

V = s—1

6.4 Raiz quadrada inteira

Uma forma de especificar o célculo da raiz quadrada de um niimero positivo x consiste
em determinar (entre O e x) um numero r tal que r*r ==

No caso de se tratar de niimeros inteiros, esta funcao sé estara definida para quadrados
perfeitos pelo que podemos enfraquecer a pds-condigao de forma a calcular o maior
nimero r para o qual r * r <= x.

int int_sqrt (int x){
// pre: x >= 0

// pos: T *x r <= x && forall_{s>r} s*s > x
return r;

}
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Uma alternativa de expressar esta pés-condicao (evitando o uso de quantificadores) seria

int int_sqrt (int x){
// pre: x >= 0

// pos: r ¥ r <= x & (r+1)*(r+l) > x
return r;

}

Uma estratégia para definir esta fungao (talvez ndo a mais eficiente) consiste em per-
correr todos os quadrados perfeitos até ultrapassarmos o valor de x. O valor procurado
sera entao o anterior quadrado perfeito testado.
Esta estratégia corresponde a seguinte defini¢ao:
int int_sqrt (int x){
// pre: x >= 0
int r = 1;
while (r*r <= x)
// inv: 777
// var: 777
r+=1;
r—=1;
// pos: r x r <= x && (r+1)*(r+l1) > x
return r;

}

Exercicio 7 Determine um invariate e um variante que lhe permitam provar a correccdo
total da func3o anterior

Note que a pds-condicdo do ciclo ndo coincide com a pds-condi¢do da fun¢do. Para calcular
a pés-condi¢do do ciclo devemos comecar por desfazer a dltima instrugdo da fungdo (r=r-1).

Podemos apresentar uma versao ligeiramente mais eficiente desta funcao que, em vez
de calcular a poténcia r*r em todas as iteragoes do ciclo, a vai construindo em cada
iteracao. E isso pode ser feito de uma forma eficiente sabendo a diferenca entre dois
quadrados perfeitos consecutivos:

(r+1)2-72 = (?+2r+1)—12
= 2r+1

Daqui resulta a seguinte deinicao alternativa.

int int_sqrt (int x){
// pre: x >= 0
int r=0, p=1, i=1;
while (p<=x){
// inv:
// var:
r+=1; i+=2; p+=i;
// pos: r x r <= x && (r+1)*(r+1) > x
return r;
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De forma a definir o invariante apropriado, vejamos um exemplo de execucgao desta
funcao, para x==40.

X ‘ r ‘ P ‘ i
40 10| 1 1
40111 4 3
40121 9 5
40 | 3|16 | 7
40 141251 9
40 | 5| 36 | 11
40 | 6 | 49 | 13

A anélise deste exemplo aponta para duas propriedades importantes:

e Uma das condigoes (r? < x) que queremos garantir que é verdadeira no final do
ciclo é de facto verdadeira durante toda a execucao do ciclo.

e Os valores da varidvel p sdo os sucessivos quadrados perfeitos. Mais precisamente,
= (r+1)2

Quanto a terminacao, i.e., quanto & determinacao do variante deste ciclo, podemos ver
que o valor de todas as varidveis (r, p e 1) aumenta em cada iteracado. Qualquer uma
delas pode ser usada para definir o variante, subtraindo-a ao seu maior valor.

Vamos tentar provar a correccao desta fungdo com as seguintes definigoes:

I = r2<zAp=(r+1)?
V. = z—p

Vejamos entao as condicoes que teremos que provar.
1. ({P}r=0; p=1; i=1{I})
220 = (rP<zAp=(r+1)?)[i\1[p\1][\0]
= 02<zAl=(0+1)?
= 0<zA1=1

2. INec=V>0)

(P <zAp=@+12Ap<z) = 2-p>0

= p<l‘
3. ({INcANV =0} S{IANV <wv})
((r* < z) ( (r+1)>)Alp <) A(vo =12 —p))
JA(p=(r+1)%) Al —p<vo))[p\p+i][i\i+2[7“\"”+1]

]
YA(p+i=r+1D2)A(x—(p+i) <wvo))i\i+2][r\r+1]
)/\(p+i+2:(r+1)2)/\(x—(p+z+2)<v0))[r\7“+1]
P<o)Ap+it+2=0r+2)A(x—p—i—2<))

ﬁ
—I—\/\I/\I/\
'—‘a 8 8
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4. (IN=c= Q)
((r* <
2

((r

Com excepcao da 3% condigao, todas as implicagoes sao faceis de provar.
Vejamos entao as vdrias partes do consequente desta 32 condigao:

DAp=r+1D)A=(p<z) = P<aA(r+1)?>z
<)APp=FC+1D)A(p>2) = rP<azAFr+1)2>z

e (r+1)%? <z é valido pois no antecedente temos que (r +1)2 =pequep <z
e x—p—i—2< vy, uma vez que vop = T — p, vem que

r—p—1—2<x—p
& 1+2>0
S 1> =2

e Quanto ao predicado p + i + 2 = (r + 2)2, usando o predicado p = (r + 1)? do
antecedente, vem que
(r+1)2+i+2=(r+2)>
& r?42r+2+i+2=r2+4r+4
&S 1=2r+1

A tabela acima indica-nos que as propriedades extra que precisamos sdo validas ao longo
das varias iteracoes do ciclo. A forma de as podermos usar na prova acima é inclui-las
no invariante.
Desta forma,

I = (MP<o)Ap=@C+D)AGE=2xr+1)A(i >0)
V. = z—p

Exercicio 8 Recalcule as condicoes de verificacio com esta definicdo do invariante.

6.5 Divisao e resto da divisao inteira

A divisao inteira de dois niimeros pode ser especificada da seguinte forma:

Pré-condigao: t =29 >0 A y=yy >0

Pés-condicao: 0 <r <yg A g*yo+7r =2

A funcao seguinte calcula estes dois valores de uma forma pouco eficiente:

void divmod (int x, int y, int *rem){
// pre: x >=0&& y > 0
int q = 0, r = x;
while (r>=y) {
// inv: 777
// var: 777
r=r1r-y; q = qtl;
}
// pos: 0 <=r <y && q*y+71==x
*rem = r; return q;
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Comecemos por analisar um exemplo da execucao desta funcdo, em que x=45 e y="7.

x |ylalr
45 |1 710 | 45
451711 38
45 | 712 | 31
45 | 713124
45|17 |4 | 17
4517|1510
451716 3

Das propriedades que queremos ver estabelecidas na pds-condicao podemos constatar
que quase todas sao validas ao longo das varias iteracoes do ciclo. A tnica que nao se
verifica sempre (s6 se verifica quando o ciclo termina) corresponde a negagao da condigao
do ciclo.

No que diz respeito a terminacao podemos ver que o valor da variavel r diminui sempre
(é contudo necessdrio incluir no invariante que a quantidade a subtrair a r em cada
iteracao (i.e., y é positiva). pelo que podemos provar a correccao total desta fun¢ao com
as seguintes definigoes.

I = 0<rAgxy+r=xAy>0
V =7

Exercicio 9 Calcule as condicdes de verificacdo com esta definicdo de invariante e variante
do ciclo.

Um problema mais simples consiste em calcular apenas o resto da divisao inteira. Esta
maior simplicidade nao se traduz numa maior simplicidade na sua especificagdo. De
facto, a especificacao dessa funcao resulta da anterior, escondendo a variavel q.

Pré-condigao: t =29 >0 A y=1yy >0

Pés-condicao: 0 <r <yp A Jdgg*yo+ 1 =20

A funcao anterior pode ser simplificada para calcular apenas o resto da divisao inteira.

void div (int x, int y){
// pre: x >= 0 && y > 0
int r = x;
while (r>=y) {

// inv: 777
// var: 777

r =r-y;

}

// pos: 0 <=1 <y & exists_{q} q * y + r == x
return r;
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As consideragoes feitas atras para a fungao divmod continuam validas pelo que vamos
provar a correccao parcial desta fungao com as seguintes definigoes:

I = 0<r AJgqrxy+r=axAy>0
V =r

As condicoes de verificagao que daqui resultam sao:
1. {P}r=x{I}
r>0ANy>0 = (0<rAJggxy+r=xAy>0)r\z
= (0<a A3Jgqxy+z=xANy>0)

Para provarmos que 3, ¢ * ¥y + © = x basta-nos fornecer como testemunha para q
o valor 0.

2.1 ANe=V >0
0<rAJggxy+r=zAy>0Ar>y = r>0
B3 A{INcANV =v}r =r-y{IANV <y}

0<r AN Fgxy+r=zANy>0Ar>yAr=nr1)
= (0<rAJggxy+r=axAy>0Ar <uv)[r\r—y]
= 0<r—yAJgxy+r—y)=xzAy>0Ar—y<uv)
= W<rAF@-1)*xy+r=cAy>0Ar—y<ug)

Vejamos as varias partes do consequente desta implicacao.

e y <rey>0sao vilidos uma vez que aparecem no antecedente.
e r —y < vg uma vez que r = vg, reduz-se a y > 0.

e Para mostrarmos que 3, (¢ — 1) *y +7 = x devemos fornecer uma testemunha
q1 tal que (g1 — 1) *y +r = z. Ora do antecedente, podemos concluir a
existéncia de uma testemunha qo que satisfaz gy *y+r = x. Seja g1 = qo+ 1.

Entao,
(@ -Dx*y+r=uz
& (q+1-1Dxy+r==x
& Qxy+r=x
4. IN—-c=Q

O<rA3qry+r=aAy>0A-(r=2y) = 0<r<yAqrytr=z
(OST/\Equ*y+T:$Ay>0/\(T<y)) = 0<r<yAdgq*xy+r=z
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