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RELEMBRAR A AULA ANTERIOR

O programa seguinte gera todas as combinagdes de N bits:

def bitSeq(n, c='', r=[]):
if n ==
r.append (c)
else:
bitSeg(n-1, c+'0’, r)
bitSeg(n-1, c+'1’, r)
return r

1. define uma recorréncia que exprima complexidade.
2. desenhe a arvore de recurséo.

3. apresente uma solugdo para a recurréncia

N



ANALISE AMORTIZADA

A complexidade:
def inc(b): 1. no melhor caso é 1.
N=len (b) 2. no pior caso é N — 1.
i=N-1 21 2
hile ((1>=0) 4 (b[i] ) 3. no caso médio é

while ((1>= an 1] == : ol _ N &k N _
SR T(V) = (D) +F =2- 7
i-=1 Como lim T(N) = 2 temos T(N) = ©(1)

if (i>=0) : Nesta caso, ha uma grande diferenca entre o
b[i] =1 caso médio e o pior caso porque o pior caso

return b tem pouca probabilidade de acontecer.



ANALISE AMORTIZADA

Este tipo de situagdes leva-nos a andlise amortizada, onde invés de analisar o custo de uma
operagao vamos analisar o custo de uma sequéncia de operagdes.

Tipicamente analisamos a sequéncia com o pior custo.
Com N operagdes {op;}1<i<y cada uma com custo c;.

Queremos o custo amortizado da operacéo i, denotado por ¢;, de forma a que a soma dos
custos amortizados seja um limite superior da soma dos custos reais:

N N
Z Ez‘ > Z C; (1)
i=1 i=1



ANALISE AGREGADA

Primeiro passo na andlise amortizada é calcular a soma dos custos reais das operagdes da
sequéncia.
Com isso calculamos o custo amortizado da sequéncia:

Ei = Z%]ZCZ' (2)

Vamos voltar a funcdo inc.
Vamos considerar uma sequéncia de N invocagdes desta fun¢do a um mesmo vetor b com
numero suficientemente grande elementos, inicialmente todo preenchido a 0.



ANALISE AGREGADA

1 input output Ci
11{{..,00000}|{..,0,0,0,0,1} |1 =1

2 1{..,0,0,0,0,1} | {...,0,0,0,1,0} | 2=1+1

3 1{..,0,0,0,1,0} | {...,0,0,0,1,1} | 1=1

4 {..,0,0,0,1,1} | {...,0,0,1,0,0} | 3=1+1+1
51{..,00100}|{..,0,0,1,0,1} | 1=1

6 |{..,0,0,1,0,1} | {...,0,0,1,1,0} | 2=1+1

7 14..,0,0,1,1,0} | {...,0,0,1,1,1} | 1 =1

8 |{..,0,0,1,1,1} | {...,0,1,0,0,0} | 4=1+1+1+1

O objetivo é calcular a soma dos elementos da tltima coluna ) ¢;, i.e. o custo C de fazer N
incrementos (sem overflow).

logoN logoN

N N N 1 1 1
—= N _ _ D et _— = _— = _— ) = —_ ) = —
Cy=N+-+,+ > 3 N Ei:o 5 =NQ— ) =N@-)=2N-1  (3)



ANALISE AGREGADA

Para chegarmos aos custo amortizado temos de dividir o custo de N incrementos pelo
namero de operagdes em causa.
. Cy 1 1
Gi= 7 —N(ZN 1)=2 N—@(l) 4)
» Neste caso o custo médio calculado é diferente, mas em termos assimptéticos temos o
mesmo resultado.
A diferenca deve-se ao fator excecional do caso de overflow.
» Focarmo-nos na andlise assimptética torna irrelevante comegarmos ou nao por um
valor 0.
Assumirmos outro valor inicial dé resultados de custo diferentes, mas
assimptoticamente iguais.



METODO CONTABILISTICO

No método contabilistico queremos estimar um custo ¢; para a operagdo i de tal forma que
a soma dos custos das operagdes da sequéncia seja menor do que a soma destes custos
esperados, isto €,

N N
Z ¢ < Z 6i (5)
i=1 i=1

(ﬁ; 6i_) (zN; Cl’) =0 ©)

Para garantirmos que esta inequacao é valida:

K K
By = (Za) — (ch) >0 ,VK (7)
i=1 i=1

ou



METODO CONTABILISTICO

Podemos pensar nisto como uma conta bancaria na qual se pretende garantir um saldo
positivo.

> Dx = Y&, ¢ soma de todos os depésitos até a operagio K.
> Wx = S5, cisoma de todos os levantamentos até a operacéo K.

Assim o saldo até a operagéo k é:
By = Dy — Wi

= k-1
= | & 51') - (Ckzci) (8)
=0 =0

Por razdes de completudo e dado que temos uma recorréncia devemos indicar o valor
inicial By. E costume usar 0 mas ndo é necessdrio para uma andlise assimptotica. e



METODO CONTABILISTICO

Voltando ao programa inc:

O custo de cada operagdo é constante ¢;. Cada operagdo transforma uma sequéncia de 1s
em Os e finalmente transforma um 0 em 1. O custo de passar os 1s a 0 se faz a custa do valor
amealhado, devemos amealhar 1, para mais tarde o podermos usar para converter esse 1.

input

a|élB

IO UGl WDN R O -

O valor estimado (¢; = 2) é suficiente para garantir que o saldo nunca é negativo.
Em metade dos casos o custo real é 1, o que permite poupar 1 por cada uma dessas

operagoes.
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i input | ci | ¢ | B
9 [{..00,1,000}]1]2]2
10 | {...,0,0,1,0,0,1} | 2 | 2 | 2
11 {...,0,0,1,0,1,0} | 1|2 | 3
12 | {...,0,0,1,0,1,1} | 3 | 2| 2
13 | {...,0,0,1,1,0,0} | 1|2 | 3
14 {..,0,01,1,0,1} |2 |23
15 {...,0,0,1,1,1,0} | 1|2 | 4
16 {...,0,0,1,1,1,1} | 5|2 | 1
171 {..,0,1,0,0,0,0} | 1 |2 | 2
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METODO DO POTENCIAL

No método do potencial queremos calcular estes custos estimados a partir de uma fungao
(dita de potencial) sobre a estrutura de dados (estado) em questao.

Considere uma fungdo ¢ que mapeia cada estado num ntimero que satisfaz as seguinte
propriedades:

» &(S) > 0 para todos os estados S
» &(Sy) = 0no qual Sy é o estado inicial.
O custo estimado de cada operag¢des da sequéncia, usando a fungao sequencial é:

61' =+ ((D(Sl) — (D(Si_l)) (9)

Onde:

» ¢; é o custo real da operagao i

» S;_1eS;sdo os estados antes e depois de executar a operagdo i.
Vamos simplificar ®(S;) por ®;.



METODO POTENCIAL

Estas defini¢des permitem-nos obter um majorante para o custo de N operagdes.

Zzal+5z+"'+3N—1+3N
=14+ P —Pp)+(c2+ Py —D1) + -+ (en + v — Pn1)

:C1+CI)1—(I)0+C2+(I)2—(I)1+"'+CN+(I)N—(I)N_1 (10)
=0+t +ont+Pv— Do
(ZCiH—@N—@o

Com a igualdade:

N N
> (3o o o) ay

i=1 i=1
e as propriedades da fungdo potencial, concluimos:

N N
Zéi—<2ci>:®N—¢>0:¢N—020 (12)
i=1 i=1

Neste contexto temos de caracterizar o custo real de cada operacéo:
>



METODO POTENCIAL

Voltado ao nosso exemplo: inc.

Vamos definir o potencial de um array de bits como o ntimero de 1s desse array.
Esta funcédo é independente de inc, s6 depende do valor do seu argumento (estado).
Para chegarmos aos valor esperado do custo de cada operagao:

Ei =+ CI)Z‘ — q)i—l (13)

Agora temos de caracterizar o custo real de cada operacao.
A funcdo inc estd converter em Os o maior prefixo de 1s do vetor, seguindo de converter
um bit adicional.

» se o array b tem pelo menos um bit a 0, e se k é a posi¢do do bit 0 mais a direita, entdo
®(b) =1+ r,onde ] é a soma do ntimero de 1s até 4 posicdo k, e r € o nimero de 1s da
posicdo k em diante.

» No estado apds a execugdo de inc, o potencial passa a ®(b') =+ 1, uma vez que os r
bits a 1 foram substituidos por 0

Logo o custo estimado de cada operagao é:

G=(I+1)+@r+1)—(I+r) =2 (14)



TABELAS DINAMICAS

Vamos agora ver um exemplo de andlise amortizada considerando que temos uma
estrutura de dados implementada num array em que o custo de fazer uma insergao é
constante (digamos que é 1).

Vamos enriquecer esta implementagdo dizendo que no caso de querermos de inserir um
novo elemento e o array esgotou a sua capacidade:

1. é realocado um novo array com o dobro da capacidade,
2. é copiado o contetido do array antigo para o novo array,
3. é adicionado o novo elemento

» Qual é o melhor caso?
» Qual é o pior caso?

Vamos ver como chegar a anélise amortizada.



PROXIMO EPISODIO

» Classes
» Madquinas de Turing
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