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E objectivo desta Folha de Exercicios introduzir o problema da estimativa de valores préprios
de operadores quanticos, uma ilustragao tipica de utilizagdo da transformada de Fourier quantica

Questio 1

Recorde o enunciado do teorema espectral: Para toda a matriz normal M, de dimens&o N, existe uma base ortonormada

{lvo),|v1), -+, |un—1)} tal que

N-1
M o= " Aplog)(vgl
k=0

A matriz M é vulgarmente referida como uma decomposigio espectral.

. Mostre que as matrizes unitdrias e as Hermitianas sdo normais.
. Mostre que cada par (g, |vg)) € um par de valor/vector préprio de M.

. Sera I =|0)(0| + |1)(1] a tnica decomposicdo espectral da matriz identidade?

= W N =

. Mostre que

H = |¢pz)(oz|+[dsx)(dox]
onde |¢y) = cos6|0) + sin6|1).

5. Diga por que razdo o valor absoluto de qualquer valor préprio de um operador unitario é 1.

Questido 2

O problema da estimativa de valores préprios formula-se da seguinte forma: Dado um circuito quéantico correspondente
a uma operagdo unitdria U sobre n-qubits, e um estado quantico |¢)) em n-qubits que seja um vector préprio de U,

determine uma aproximagéo ao ntamero ¢ € [0, 1] tal que

Ulp) = e?7%|y)

Supondo que temos apenas um qubit disponivel, é facil mostrar que o circuito



determina exactamente ¢ se o valor préprio e?2™% € {0 - %, 1- %}
Por exemplo,
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1. Determine o estado quantico a saida do circuito.
2. Mostre que a probabilidade de obter como resultado 0 ou 1 em fungéo do valor de ¢ é dada, respectivamente, por

cos g e sin mp, o que pode ser ilustrado no seguinte diagrama.
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3. Discuta a afirmagdo: Intuitivamente, o resultado da medigio do circuito é uma estimativa para o valor de ¢ com um bit de
precisio.

Questio 3

O que acontece se expandirmos o circuito acima representado com a execugédo controlada de outra cépia de U?

Note que ter duas copias controladas de U compostas sequencialmente é equivalente a um operador U? controlado no
mesmo qubit. Entdo, se |¢) for um vector préprio de U, com €?27¢ como valor préprio, entdo é-o ainda de U 2 mas agora

com valor préprio e27(29)

1. Mostre que este circuito realiza a mesma computagdo do anterior com ¢ substituido por 2¢.

2. Comente o seguinte grafico da evolucao das probabilidades com que 0 ou 1 sdo obtidos:
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3. Explique por que razéo este circuito obtém, de facto, uma estimativa para o segundo qubit de ¢ (se arredondarmos
¢ para dois bits).

Repare, agora, que ao combinarmos estes dois circuitos, considerando dois qubits auxiliares, re-
conhecemos o circuito utilizado no algoritmo para determinagdo da fase de um estado quéantico.
Esta discussao continua nos slides da proxima aula T.



