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Sumario

Este texto visa suportar o estudo de l6gicas apropriadas para exprimir e verificar propriedades dos siste-
mas reactivos. Comegaremos por introduzir uma I6gica que permite quantificar as proposigoes relativa-
mente ds transicdes entre estados, desencadeadas pela ocorréncia de interacgdes. Trata-se essencialmente
da légica de Hennessy-Milner que historicamente acompanhou o desenvolvimento de CCS.

Na modelagdo de sistemas reactivos, no entanto, é necessdrio discutir propriedades que referenciam nio
apenas transices elementares, mas também os cursos do seu comportamento global. Este tipo de propri-
edades, ditas temporais, serdo formalizadas como limites, num sentido técnico preciso, das propriedades
sobre transigoes elementares, conduzindo-nos a uma logica extremamente poderosa — o p-calculus mo-
dal.

O foco do texto, no entanto, serd colocada, na identificagio e expressdo de classes de propriedades relevan-
tes. Em particular, discutiremos uma taxonomia de propriedades temporais a partir da divisdo cldssica
entre requisitos de seguranca e animagao.

1 Processos e Propriedades

As diversas equivaléncias observacionais para CCS e m-calculus, permitem relacionar modelos
de sistemas reactivos expressos nessas linguagens a diferentes niveis de abstrac¢do. De facto,
uma das caracteristicas das algebras de processos é a possibilidade de nelas se descreverem tanto
especificagdes muito abstractas como implementagdes razoavelmente concretas de sistemas re-
ais. No entanto, ao recorrer a uma relacdo de equivaléncia para discutir a correcgdo entre dois
niveis de descri¢do, estamos, de certa forma a sobre-especificar o problema na medida em que ne-
cessitamos de disp6r, em cada um desses dois niveis, de uma visdo do comportamento global do
sistema.

No projecto de sistemas reactivos e concorrentes €, por vezes, muito importante poder fazer menos
queisso, i.e.,, registar apenas certas propriedades sobre o seu comportamento cuja satisfagdo deve
ser garantida pelos processos que os implementam. Um conjunto de propriedades constitui uma
especificacdo (eventualmente parcial) de um comportamento que, ndo se preocupando com todos
os detalhes da sua descrigdo, regista os requisitos criticos que o cliente espera ver satisfeitos. Por
exemplo, no projecto de um protocolo de comunicag¢des o contrato entre o implementador e o
cliente deve especificar que toda a mensagem transmitida é recebida, sem, contudo, descrever os
mecanismos que garantem a sua verificacao.

Suponhamos que pretendemos especificar a propriedade seguinte sobre um processo que mo-
dele uma viatura numa rede de téxis:

¢o = A viatura pode recolher um passageiro ou ser alocada pela Central a um servigo pendente.



Intuitivamente esta propriedade s6 serd valida para uma viatura em servigo, i.e.,, que previa-
mente saiu da Central para as ruas. De facto, a no¢do de validade que nos interessa ndo é uni-
versal, mas relativa a um determinado estado da vida do processo que modela a viatura. A légica
que procuramos deverd, pois, ser capaz de exprimir esta relatividade da verdade em fungdo dos
estados alcancados pelo evoluir dos processos.

O universo que nos interessa é obviamente o conjunto P dos processos. Notemos, porém, que
P é mais que um simples conjunto. De facto, estd equipado com uma familia de relagoes de
transicdo que especificam de que forma um processo se transforma noutro pela ocorréncia de
uma determinada acg¢do em Act. Os elementos de P constituem, como vimos atrés, os estados
de um sistema de transigdo etiquetado por Act. Entdo certas propriedades poderdo ser validas
num determinado estado e deixarem de o ser ap6s a realizacdo de uma transicdo. Por exemplo,
a propriedade ¢; = O processo pode realizar uma transigio por a é verificada pelo processo E £
a. 0 +b.c.0 mas ja ndo pelo processo 0 que resulta da ocorréncia de a. Este, por sua vez, verifica a
propriedade ¢2 = O processo estd inactivo, i.e.,, nenhuma acgdo pode ser realizada.

Como poderemos exprimir a propriedade ¢3 = O processo pode evoluir pela ocorréncia de uma acgio
a para um processo inactivo? Para isso necessitamos de introduzir na légica um conectivo que
estabeleca a validade de uma propriedade, ndo no estado representado pelo processo £, mas num
estado alcancado por uma possivel transicdo, etiquetada por q, a partir de £. Vamos representar
esse conectivo por (a) . A propriedade ¢z escrever-se-4, entdo, como

(a)¢2

Consideremos, agora, uma propriedade ligeiramente diferente: ¢4 = O processo evolui por toda a
ocorréncia de uma acgdo a para um processo inactivo. 1.6, qualquer transigdo etiquetada por a impede
o0 processo de prosseguir a sua actividade. Reparemos que E acima verifica ¢, mas ja £/ £
a. 0 +a.c.0 o ndo faz, uma vez que existe uma transigdo por a que conduz a c.0 que, por sua
vez, pode ainda realizar c. H4, em ¢4, uma quantificagdo universal sobre as transi¢des por a:
enquanto ¢3 se pode ler como é possivel uma transigdo por a que conduz a um estado que verifique ¢,
¢4 dever-se-4 ler como é necessdrio que uma transicdo por a conduza a um estado que verifique ¢o. Ou,
dito de outro modo, toda a transi¢do por a conduz a um estado que verifica ¢;. Vamos exprimir
isto recorrendo a um novo conectivo, dito de necessidade, e representado por [a] . A propriedade
¢4 escrever-se-a, entdo, como

[a]¢2

Note-se que [a] e (a) sdo conectivos duais, no sentido em que o sdo os quantificadores universal
e existencial na l6gica de primeira ordem !. Atente-se, ainda, que nem todos os processos que
verificam [a]¢, verificam igualmente (a)¢o. E, por exemplo, o caso do processo F £ d. 0 +b.c.0
que falha (a) ¢, por ndo exibir nenhuma transi¢do por a conducente a 0, mas verifica [a]¢2 (exac-
tamente pela mesma razdo pela qual todos os habitantes da Lua sdo licenciados em Matematica).

Nao ha razdo para nos restringirmos a ac¢des individuais na parametrizagdo deste dois novos
conectivos. De facto, podemos parametriza-los por qualquer subconjunto nédo vazio de Act. Por
exemplo a propriedade ¢5 = O processo evolui por toda a ocorréncia de a ou b para um processo inactivo
serd expressa pela férmula [{a, b}]¢2, que, por convengdo, abreviamos para [a, b]¢s.

Pensemos, agora, de que forma podemos exprimir ¢,. Dizer que um processo € inactivo, sig-
nifica que todas as transi¢des a partir dele conduzem a estados “impossiveis”, i.e.,, que ndo sdo
representados por nenhum termo em P. Existe, de facto, uma férmula que néo é verificada por
nenhum processo: a férmula que representa a falsidade (absoluta) e que é constituida pela cons-
tante false. Assim, um processo inactivo é aquele em que toda a transi¢do conduz a um processo
que verifica false, i.e., na notagdo que estamos a introduzir, [Act]false. Logo, um processo que
verifique [Act]false ndo poderd realizar qualquer transi¢do.

IRecorde que, para um predicado p(x), Vo p(x) sse =3z —p(x).



Dualmente, todo o processo verifica true, a férmula composta pela constante que representa a
verdade (absoluta). Logo um processo que pode realizar pelo menos uma transicdo (etiquetada
por qualquer ac¢do em Act) satisfaz a féormula (Act)true. De facto, o conjunto dos processos
que verificam (Act)true coincide com P — {E| E ~ 0}, como esperariamos. Mais uma vez, por
convengdo, é usual abreviar (Act) e [Act] por (—) e [—], respectivamente, onde — representa a
diferenca de conjuntos. Em geral, para qualquer K C Act, a expressdo —K como argumento de
qualquer dos conectivos anteriores, abrevia Act — K (logo, — é abreviatura de Act — ) = Act).

| Conectivos Modais |

Os conectivos de possibilidade e necessidade acima introduzidos permitem-nos qualificar pro-
priedades cuja validade se afirma em estados da vida do processo alcancados pela realizagao de
transi¢des. Por isso mesmo sdo ditos modais, ja que quando aplicados a uma férmula ¢, estabele-
cem o modo em que esta é verdadeira.

Suponhamos que introduzimos estes conectivos numa linguagem proposicional com os opera-
dores booleanos usuais. A légica obtida é dita modal. Um modelo para esta légica é construido
sobre o conjunto [P dos processos (i.e.,, dos termos na algebra de processos que temos vindo a con-
siderar) equipado com a familia de relagdes de transicdo {— | x € Act} definida pela semantica
operacional da linguagem dos processos. A caracteristica fundamental da légica reside na relati-
vidade da nocdo de verdade.

Recordemos que a nogao de modelo em légica proposicional classica é baseada numa atribuigdo
de valores légicos as variaveis, i.e., numa funcdo V : Var — B, onde Var é um conjunto
de varidveis proposicionais. Isto significa que uma proposigdo é verdadeira ou falsa em termos
absolutos: hd um tinico referencial, determinado quando se fixa a atribui¢do V, no qual a validade
de uma férmula se define indutivamente sobre a sua estrutura (por exemplo, uma conjungdo sera
verdadeira sse as suas parcelas o forem).

Aqui, e pelo contrério, a atribui¢do de valores as varidveis torna-se relativa aos estados da computacéao,
exprimindo-se por uma fungdo V : Var x P — B ou, equivalentemente, V : Var — P(P), i.e.,,

a cada varidvel associa-se o conjunto de estados (processos) em que o seu valor é fixado como
true.

Na préxima sec¢ao vamos definir rigorosamente esta 16gica baseada nas duas modalidades referi-
das. Somos, porém, ja agora capazes de traduzir numa férmula a propriedade com que iniciamos
esta digressdo. Assim, ¢, escrever-se-a como

(rec, alo)true

se rec e alo representarem as ac¢des de recolha de um passageiro e de alocagdo a um servico,
respectivamente. Mas mais interessante sera dizer que ¢q se verifica apds a saida da viatura para
o trabalho diério, dito de outro modo,

[sai]({rec, alo)true

Notal [Légicas Modais]

As logicas modais sdo particularmente adequadas para captar propriedades de sistemas em movimento, na medida em
que nos permitem exprimir e discutir as relagdes entre o mundo actual, i.é, aquele em que se coloca o observador, e outros
mundos possiveis, em relagdo com ele. Nao surpreende, pois, a sua popularidade nas Ciéncias da Computagédo, ciéncias
que estudam sistemas essencialmente dindmicos.

Temos em maos o exemplo dos processos. Aqui partimos de um conjunto de termos de uma algebra (e.g. 0 ou a.b. 0
+a.d.f.0), representando estados, que, por sua vez se relacionam pela ocorréncia de transigoes etiquetadas por elementos



de Act. Outro exemplo é fornecido pelos sistemas de transicdo gerados pelos programas sequenciais, onde os estados sao
associagdes de enderegos da memoria a valores e as transigdes etiquetadas por programas. As légicas modais adequadas
a este caso designam-se por ldgicas de programas ou dindmicas, entre as quais se contam a légica de Floyd-Hoare [Hoa69] e o
célculo de weakest preconditions [Dij76] que foram possivelmente abordadas no estudo da programagdo imperativa. Note-
se, de passagem, que no primeiro caso a riqueza estrutural estd localizada no conjunto de estados (cf. a estrutura induzida
pela algebra de processos), enquanto, no segundo, reside nas etiquetas (onde se define uma algebra de programas cujos
termos sdo, por exemplo, ‘p1;p2’, “if b then p; else p2’ ou’while b do p1’). Em ambos, a no¢do computacional de
estado é introduzida na l6gica, num sentido matematicamente preciso, como patamar de interpretacdo das férmulas.

A origem das l6gicas modais é, porém, muito anterior e o seu campo de aplicabilidade muito mais vasto. Classicamente
estas l6gicas diferenciam afirmacdes que sdo necessariamente verdadeiras de outras que apenas o podem ser. Proposicoes
sempre verdadeiras ou falsas sdo ditas, respectivamente, necessdrias e impossiveis. Por seu lado, uma proposigao contin-
gente ndo serd nem necessaria nem impossivel, enquanto se classificam de possiveis todas as proposi¢des ndo impossiveis.
O significado exacto desta classificacdo é definido de diversas formas. O quatro conceitos — necessidade, possibilidade,
impossibilidade e contingéncia — sdo ditos modais porque em légica medieval eram encarados como os modos segundo os
quais se discutia a veracidade de uma proposigéo.

Os sistemas de transicao referidos pertencem a classe das estruturas — ditas de Kripke — classicamente utilizadas para
interpretagdo das légicas modais. Estas sdo formadas por um conjunto W (de mundos) sobre o qual se toma uma relagdo
binaria, dita de acessibilidade. De facto, em Matematica, as 16gicas modais sdo utilizadas como o contexto mais adequado
para descrever, classificar e raciocinar sobre estruturas relacionais genéricas (ver [BRV95] para uma introdugao razoavel-
mente acessivel).

No nosso caso, W é o conjunto dos termos gerados pela dlgebra de processos considerada. Por outro lado, generalizamos
a relacdo de acessibilidade a uma familia de rela¢des de transicdo etiquetadas.

2 Uma Légica Modal para Processos

A Linguagem Modal

A discussdo feita na secgdo anterior permite-nos introduzir a seguinte linguagem modal — que
designaremos por IL); — para exprimir propriedades comportamentais dos processos. Trata-se
de uma pequena variante da ldgica de Hennessy-Milner introduzida em [HM85] e que constitui
um ingrediente cldssico da teoria dos processos (o capitulo 10 de [Mil89] é-lhe dedicado). A
diferenga, relativamente a versdo original, consiste no facto de aqui os conectivos modais serem
parametrizados por conjuntos de acgdes, e ndo por ac¢des singulares. Assim, consideremos,

¢ = true | false | d1 A | p1 Ve | (K)o | [Klo

onde K C Act.

A relagdo fundamental entre um processo E e uma férmula ¢ é a relagdo de satisfagio, que se
representa por E = ¢. Esta é definida indutivamente sobre a estrutura das férmulas. Assim,

E [ true

E |~ false

EEd¢iNgs sse EE¢ N EEéd

EE¢g Ve sse EE¢r V EE¢

E= (K)o € Jpcim| B-bpr e acky L F O

E = [Klo s8¢ Vpe(p B e acky - FEO

As propriedades dos processos que podemos exprimir através desta ldgica sdo essencialmente
propriedades relacionadas com a necessidade ou possibilidade imediatas de se realizarem de-



terminadas ac¢des. Vejamos alguns exemplos. Consideremos de novo a especificagdo de um
controlador de exclusido mutua:
Sem £ get.put.Sem
S = new {get, put} (Sem | (lier F;))

1>

Podemos facilmente verificar os factos seguintes:

e Sem [= (get)true que estabelece a possibilidade do processo Sem realizar get. De facto,

}.F|:true

Fe{Sem/| Sem 28 Sem’
basta tomar F' = put.Sem.

e Contudo, Sem = [put]false, i.e., Sem ndo pode realizar a ac¢do put. De facto, o conjunto de

-~ put . . ~
transicoes T = {Sem/| Sem — Sem’} é vazio pelo que a expressdo Vrer . F |= false se
torna vacuosamente verdadeira.

e A tinica ac¢do inicialmente permitida ao processo S é a acgdo ndo observavel 7 que resulta
da sincroniza¢do de um get do seméaforo com get realizado por um dos processos por ele
controlados. Podemos exprimir isto pela formula S |= [Act — {7}|false, ou, abreviadamente,
E [—7]false.

e Apés a ocorréncia de 7, contudo, S pode realizar qualquer dos eventos criticos ¢y, ca, ..., ¢;,
ie.,, [T]{c1,ca, ..., c;)true.

e De forma andloga podemos concluir que ap6s uma sincronizagdo inicial com o semaforo
(pela ocorréncia conjunta de get em Sem e get no sub-processo P;) e a realizagdo do evento
critico ¢; por P;, a ocorréncia de uma nova sincronizagdo com o seméforo (agora via put e
put) é inevitavel. Temos, portanto, S |= [7][¢;]((—)true A [—7]false).

Como vimos no ultimo exemplo a inevitabilidade da ocorréncia de uma acg¢do a é expressa pela
férmula (—)true A [—alfalse. A primeira parcela da conjungdo indica que existe pelo menos uma
transi¢do possivel, enqunto a segunda estabelece que todas as transi¢des, excepto as etiquetadas
por a, conduzem a um estado que verifica false. Como tal estado ndo existe, podemos concluir
que, num processo que satisfaga a férmula, apenas existem transi¢des por a (e existem mesmo
porque se forca (—)true).

Vimos j& que (—)true exprime possibilidade de evolugao (hd pelo menos uma transicao dis-
ponivel) e que [—]false traduz terminacdo ou deadlock. Claramente, O |= [—]false. Curiosamente,
as férmulas duais — (—)false e [—]true — sdo desinteressantes. A primeira é verificada por um
processo E tal que

3 . F = false

Fe{E'| EZ55E'Ax€ Act}

Como nenhuma transi¢do pode conduzir a um estado que ndo existe, (—)false é equivalente a
constante false. Dualmente, a segunda férmula equivale a true. Por seu lado, a possibilidade de
realizagdo de uma sequéncia a1, as, as, ..., a, de ac¢des é captada na férmula (a1 ) (az)(as)...(a, ) true.
Notemos, por fim, que a verificagdo de que um processo satisfaz uma determinada propriedade
modal se faz muito simplesmente por aplicagdo da definicdo de |=. Em particular, ndo é ne-
cessdrio calcular o grafo de transi¢des do processo.



Equivaléncia Modal e Bissimulagao

A relacdo de satisfacdo em Ly permite-nos definir um nova equivaléncia entre processos — a
que resulta da satisfacdo do mesmo conjunto de férmulas. De facto, para qualquer conjunto T',
finito ou infinito, de férmulas podemos definir a seguinte equivaléncia em P

E=rF sse Vger .El=¢ sse Fl=¢

Se, por exemplo, I for o conjunto de todas as férmulas do tipo (x1)(z2)...(x,)true, a equivaléncia
=r relacionara os processos capazes de realizarem as mesmas sequéncias de ac¢des. Neste caso 0s
processos a.b. 0 +a.c.0 e a.(b. 0 4c.0), que, como bem sabemos, ndo sdo bissimilares, sdo identifi-
cados por esta equivaléncia. Ja se I se restringisse as férmulas do tipo (z1)(z2){(z3)...(z,)[—]false,
estarfamos a considerar equivalentes os processos que realizam as mesmas sequéncias comple-

tas de acgdes, i.e.,, aquelas que conduzem a “morte” (terminacdo) do seu comportamento. Os
processos poderiam divergir nas restantes sequéncias de acgoes.

Dizemos, em particular, que os processos E e F' sdo modalmente equivalentes, e escrevemos E/ = I
quando E =r F eI é o conjunto de todas as férmulas bem formadas da légica.

Uma questdo muito importante é saber de que forma a equivaléncia modal se relaciona com a
bissimulacao (estrita) sobre a qual construimos o nosso calculo de processos. O resultado funda-
mental é o seguinte

Lema 1 Dados dois processos E e F', se E ~ F entdo E = F.

Prova. A prova procede por indugdo sobre a estrutura das férmulas. Assim, suponhamos que E ~ F e
tentemos mostrar que E |= ¢ sse F' |= ¢ para toda a férmula ¢. Os casos de base — ¢ = true ou ¢ = false —
sao triviais. Quando ¢ é uma conjuncdo ou uma disjuncdo, o resultado decorre imediatamente da hipé6tese
de inducdo. Vejamos, pois, os casos em que o conectivo principal de ¢ é uma modalidade, que sdo os
verdadeiramente interessantes.

Seja, entdo, ¢ = (K)1, com K C Act. Se E |= ¢ é porque existe um E’ € P tal que E 2y F, para algum
a € K,e E' =1. Como E ~ F, sabemos que existe uma transigio F' —— F’ paraum F’ € P tal que E' ~ F".
Como, por hipétese de indugdo E' = F’, temos que F’ |= ¢. Entdo, de novo pela defini¢do do conectivo
(K) , concluimos que F' = (K). O argumento é similar para o caso ¢ = [K].

O

O converso deste lema nédo é verdadeiro no caso geral. Por exemplo, considerem-se os processos
A2 Y, A, onde Ay £ 0e A1 £ aA;,e A 2 A+ fiz (X = a.X). Claramente, A e A’
verificam as mesmas propriedades modais. No entanto A~ A’ porque, caso contrario, a transigéo
A" % fiz (X = a.X) deveria ser correspondida por uma transi¢io de A por a para um processo
bissimilar a fiz (X = a.X). Ora A apenas pode transitar para um A;, para algum j > 0, e,
obviamente, 4; = fiz (X = a.X).

O resultado é contudo valido para uma classe restrita, embora na prética suficientemente ampla,
de processos — 0s processos com imagem finita. Para precisar esta condi¢do, defina-se, para um
processo E e uma acgdo x € Act, o conjunto {E'| E -% E'} dito dos sucessores de E por

r. Sempre que os elementos do conjunto {F| J,cac- . E —> F} tém conjuntos finitos de
sucessores para todo o x € Act, E é dito um processo com imagem finita. Nao é dificil verificar
que os processos discutidos no tltimo exemplo ndo estdo nestas condigdes. Assim,

Lema 2 Dados dois processos E e F' com imagem finita, se E = F entdo E ~ F.

Prova. Notemos que a condigdo imagem finita significa que todos os estados alcangéveis a partir do processo
em causa tém um namero finito de sucessores. Suponhamos, entdo, que £/ = F' e procuremos encontrar



uma bissimulagdo que os contenha. A candidata ébvia é a prépria equivaléncia modal =. Verifiquemos,
pois, se esta é capaz de satisfazer as duas clatisulas definidoras de uma bissimulagdo. Como bem sabemos
essas clatisulas impdem condi¢des simétricas, pelo que o argumento a utilizar na verificagdo de uma delas
é também (simetricamente) valido para a segunda (o que é 6ptimo porque reduz a prova a metade!).

Assim, suponhamos que E — E’, para algum a € Act, e que E = F. Tentemos contrariar o resultado
formulando a hipétese de que nao existe nenhum F’ € Ptal que F' — F' e B/ = F.

Seja S = {G| F LN G}. O conjunto S é necessariamente ndo vazio, porque, se fosse vazio, terfamos
F k= [a]false a0 passo que E |= (a)true uma vez que estamos a supOr a existéncia de uma transi¢do de E por
a. Nesse caso ndo seria vdlida a equivaléncia E = F, que constitui a hipétese do lema. Notemos, porém,
que S é um conjunto finito {G1, Ga, ..., Gn }, dado que F tem imagem finita.

Se, de facto, se ndo tem E' = F”, temos que, para cada G; € S, existe uma férmula ¢; tal que E’ = ¢; mas
Gi = ¢i. Segue-se, pois, que E = (a)(¢p1 Ap2/A...Aprn), 0 mesmo ndo sendo valido para F. Mas entdo, E ndo
é modalmente equivalente a F', o que contradiz a hipétese. O resultado segue, pois, por contra-reciproco.
Notemos, contudo, que o argumento utilizado até aqui s6 prova o lema porque permanece valido quando,
em vez de E e F, comecamos por considerar dois quaiquer processos no espago dos processos alcangdveis
a partir de E e de F', respectivamente. Da condicdo do lema decorre que qualquer desses processos tem um
conjunto finito de sucessores para todo o a € Act.

O

Reparemos em que ponto desta tltima prova foi usada a condigdo de imagem finita. Notemos
que se F tivesse um ntimero ndo finito de sucessores iriamos necessitar de uma conjuncao infinita
na defini¢do de 7). A légica que introduzimos é finitaria pelo que tal conjuncado néo faz sentido. Se
eliminarmos essa restricdo da légica, o que diminui a sua operacionalidade, podemos igualmente
eliminar a condi¢do de imagem finita sobre os processos chegando a um resultado mais geral,
mas (computacionalmente) menos relevante.

3 Légica Modal e Transi¢cdes Observaveis

Os conectivos modais que introduzimos exploram a estrutura das transicdes em P do tipo ——,
para x € Act, relativizando a validade das férmulas a conjuntos de estados alcangados através de
determinadas transi¢ées. Sobre P, porém, é possivel definir outras familias de relages que sdo
computacionalmente relevantes. Uma delas é a das rela¢bes de transicio observivel, == C PxP,
em que as etiquetas sdo elementos de L U {¢}. Recorde-se que uma ==-transicdo corresponde a
zero ou mais transi¢des elementares ndo observaveis (i.e., etiquetadas por 7).

Vamos, pois, comegar por introduzir em L, dois novos conectivos modais que exprimem, res-
pectivamente, a possibilidade e a necessidade de uma propriedade ser valida apés a realizacédo
de uma quantidade arbitraria de comportamento ndo observavel. Para definir estes operadores
consideremos mais dois casos na defini¢do da relagdo de satisfagdo |=.

EE()¢ sse Jpcippepy FEO
EE[]¢ sse VFE{E,‘E:<>E,}.F|:¢

Por abreviatura podemos agora definir as “versdes observaveis” de (K) e [K], para K C L.
Assim,

Vejamos alguns exemplos de propriedades exprimiveis a custa deste conectivos.



e (a)true representa a capacidade de realizagdo observavel da ac¢do a. Por exemplo, o pro-
cesso S discutido anterior (que simulava uma situacdo de exclusdo mutua) satisfaz a férmula
{c;)true, indicando que o processo P; pode realizar a acgdo critica respectiva.

e Similarmente a férmula {a1){az){as)...{an)true exprime a possibilidade de realizacdo da
sequéncia observavel de ac¢des ay, az, as, ..., an.

e Por seu lado [—]false traduz a impossibilidade de realizagdo de comportamento observével.
A propriedade é satisfeita, ndo apenas por 0 (que de resto verifica também [—]false), mas
igualmente por processos como D £ 7.D + O ounew{a} A | Bonde A £ a.Ae B £ @B,
que se envolvem numa cadeia intermindvel de ac¢des invisiveis.

Um caso interessante é o da propriedade que estabelece a inevitabilidade da ocorréncia de a,
mas agora de um ponto de vista observacional. A inevitabilidade foi j4 expressa como (—)true A
[—alfalse. Reparemos, contudo, que a versdo observacional desta formula — (—)true A [—a]false
— é demasiado fraca. A férmula é, por exemplo, satisfeita pelo processo P £ a.P + 7.0, apesar
de haver a possibilidade em P de a acabar por nunca ocorrer. Podemos fortalecé-la forcando a
possibilidade de transi¢des observaveis ocorrerem apoés a realizagdo de comportamento invisivel,
ie.,, [ ]{~)true A [—a]false. Esta férmula ja ndo é satisfeita por P, uma vez que P == 0 e 0 -
{(~)true. O problema permanece, porém, com o processo P £ a.P+7.P, que, podendo igualmente
nunca realizar a, satisfaz [ ] (—)true.

O problema reside na quantidade de movimento ndo observavel admissivel na defini¢do dos
novos conectivos modais. Se desejarmos exprimir que uma acgdo ocorre no termo da actividade
interna do processo devemos limitar finitamente essa actividade. Dito de outro modo, temos de
garantir que o processo é convergente, i.e.,, incapaz de se comprometer num ciclo perpétuo de
actividade interna ndo observével. Para isso vamos considerar um novo conectivo modal similar
a [], mas com informagédo adicional sobre convergéncia.

El[]s sse BLAYp ppop FEO

onde F | significa que o processo E é convergente.

Podemos, agora, definir uma férmula para a inevitabilidade que exclua a possibilidade de di-
vergéncia:

[4 J{=) true A [—a]false

Diversas combinagdes destes conectivos revelam-se titeis na especificagdo de processos. Por
exemplo, podemos definir por abreviatura operadores que forcem a convergéncia do compor-
tamento interno até determinadas transi¢bes ocorrerem ou uma dada férmula ser satisfeita. E o

casode [ K] = [LI[K]L], [K 11" [JIK][L] oumesmo [| K L] [L][K][L]. A semantica
destes conectivos derivados é a que se esperaria. Por exemplo,

EE K] sse ElAVpop papnaexy FEO

Como exercicio, dever-se-d verificar que, apesar de [—|true ser equivalente a true, e, por isso vélida
em qualquer processo, apenas 0s processo convergentes satisfazem [] —Jtrue. Assim, a férmula
[ ai L[4 az L ]...[4 an | Jtrue exprime a realizagdo convergente de uma sequéncia a;as...a, de
acgdes observaveis.



4 Propriedades Temporais e Computacoes

Transi¢oes vs Computagdes

Ao longo deste curso temos sublinhado a ideia de que os sistemas de transigdo constituem uma
ferramenta adequada para a defini¢do da semantica dos processos (e, mais genericamente, dos
programas e dos sistemas computacionais). Vimos, também, que sobre eles podemos interpretar
légicas — a que chamamos modais — que relativizam a validade das proposi¢des aos estados
que os processos vdo alcangando pela realizagdo de transi¢gdes. Vimos, por fim, como estas sdo
capazes de exprimir propriedades locais dos processos, nomeadamente acerca da possibilidade
ou da necessidade de ocorréncia de determinadas ac¢des, que encaramos como transformadores
de estados.

Na especificacdo de sistemas concorrentes deparamos, no entanto, com a necessidade de formu-
lar propriedades, ndo apenas sobre transi¢cdes particulares, mas também sobre a evolugido global
dos processos, i.c., os padrdes comportamentais que estes podem ou devem exibir.

Sabemos, por exemplo, representar modalmente o facto de uma viatura, no exemplo da Rede de
Téxis, poder regressar a Central, i.e.,

¢1 = (reg)true

A possibilidade deste regresso ndo é contudo vélida em todos os estados do processo que modela
a viatura. Em particular, é razodvel supor que néo se verifica no estado inicial do processo (no
qual a viatura se encontra, precisamente, na garagem da Central). O que, em rigor, gostariamos
de exprimir é o facto de, ao longo da sua vida, a viatura acabar por atingir um (ou mais) estado(s)
em que o regresso é uma possibilidade efectiva. Dito de outra forma, ¢, verifica-se ou, entao,
existe pelo menos uma transicdo que conduz a um estado em que ¢, se verifica ou, entdo, existe
pelo menos uma transicdo que ... O que seriamos tentados a escrever como

¢p2 = (reg)true V (=) (reg)true vV (—){=)(reg)true V (—)(=)(—)(reg)true vV ...

Nao podendo, sem comprometer o seu significado, substituir ¢, por uma disjuncéo finita, depa-
ramos com uma férmula que ndo é bem formada na légica que atras introduzimos. Vamos, pois,
tentar formalizar o significado que intuitivamente atribuimos as reticéncias.

O ponto fundamental reside no facto de estarmos, agora, interessados em propriedades, ndo
das transi¢oes individualmente consideradas, mas das sequéncias de transices que os processos
realizam. Num processo E tais sequéncias constituem caminhos, ou cursos de evolugdo, ao longo
do sistema de transicdo gerado por FE.

Estamos particularmente interessados em caminhos maximais, i.e., nas sequéncias infinitas ou nas
finitas que conduzem a terminacdo do processo, ou seja, a estados a partir dos quais ndo sdo
possiveis quaisquer transicdes. No que se segue referir-nos-emos a estes caminhos como as
computagdes dos processos. Formalmente, a computacdo de um processo £ é uma sequéncia
(Eo, E1...E,) de estados (representados por expressdes no calculo de processos) tal que

1. Ey=FE
2. n = oo ou a partir do termo E,, ndo existem mais deriva¢des por elementos de Act

a
3. Yo<i<ndacact- Ei — Eipq

Um outro exemplo da necessidade de raciocinar sobre as computagdes, e ndo apenas sobre as



transic¢des individuais, é fornecido pelos processos A e A’ discutidos atras. Ai definimos

AéZAZ com AOéOeAZ-Héa.Ai

i>0

A2A+D com D2a.D

e argumentamos que, apesar de A ~ A’, ndo havia nenhuma propriedade modal que os distin-
guisse. De facto, cada A, falha a propriedade (a)**true, que A’ verifica. Mas teriamos, de novo,
que recorrer a uma disjuncdo infinita para construir uma férmula que qualquer A; falhasse. O
que, em verdade, distingue um processo do outro é a capacidade de A’ realizar a ac¢do a indefi-
nidamente e essa é uma capacidade a “longo prazo”, uma capacidade temporal.

Propriedades Temporais

Vamos designar por propriedades temporais aquelas que apenas faz sentido exprimir sobre as
computagdes dos processos. Mas que propriedades sdo essas? Classicamente, distinguem-se
dois tipos bésicos:

e As propriedades de seguranga, que se relacionam com a invaridncia de uma determinada
caracteristica comportamental (por exemplo, a auséncia de deadlock). Intuitivamente po-
demos dizer que uma propriedade deste tipo estabelece que “as coisas indesejaveis ndo
acontecem”. No ja muito batido exemplo do controlador de exclusdo muitua, uma proprie-
dade de seguranga seria 11 = A exclusdo miitua nio é violada. No dominio da programagdo
sequencial o tipico requisito de seguranca é a exigéncia de que o programa produza resul-
tados correctos e é conhecido como a correcgdo parcial do programa.

e As propriedades de animagio que estabelecem a necessidade ou a possibilidade de “coi-
sas desejaveis acabarem por se verificar”. Voltando ao exemplo anterior notemos que o
requisito de seguranga 1); pode ser satisfeito por um controlador que permanentemente
autorize apenas um dos processos a entrar na sua regido critica, ficando o outro incapaz
de prosseguir. Ou até por um seméforo autista que impeca qualquer processo de aceder
a respectiva regido critica. Em qualquer dos casos, mesmo que por omissdo, se garante a
exclusdo mutua. Assim, a especificagdo do controlador ndo pode omitir uma propriedade
que estabeleca que vy = cada processo é capaz, de eventualmente ter acesso a sua regido critica.
Deste modo se garante a auséncia de livelock — 1 é, pois, uma propriedade de animac&o.
No caso sequencial a propriedade de animacdo que é for¢oso garantir é a terminagio da
execugdo do programa. A dupla garantia da correccdo parcial e da terminacéo é referida
como a correcgio total do programa. No caso da programagdo concorrente, porém, a on-
tologia da animacdo é muito mais rica. Temos, por exemplo, propriedades relacionadas
com o progresso dos sistemas (e.g. a acgdo reg ocorre eventualmente numa computagdo do
sistema), propriedades recorrentes (e.g. a acgdo reg ocorre um nimero infinito de vezes na
vida do sistema), propriedades de persisténcia (e.g. a partir de um determinado estado, a
acgdo reg estd continuamente disponivel), ...

A especificagdo de um sistema concorrente inclui, regra geral, uma componente de animacao e
uma componente de seguranca. Além disso qualquer propriedade sobre o comportamento de
um sistema pode ser expressa como uma combinagdo de uma propriedade de cada um dos dois
tipos referidos.

Nota2 [Seguranca e Animagio]
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A divisao das propriedades temporais em dois grandes grupos — seguranca e animagio — foi originalmente proposta
por L. Lamport em [Lam77], onde surge também a sua ilustragdo em termos da ocorréncia de “coisas desejdveis” ou
“indesejaveis”. Se interpretarmos essas “coisas” como factos verificaveis (observédveis) em tempo finito, podemos dizer
as propriedades temporais se distinguem pela frequéncia de ocorréncias de “coisas desejaveis”: sempre (seguranca), pelo
menos uma vez (progresso), um numero infinito de vezes (recorréncia), etc. Desde [Lam?77] tém sido propostas diversas
formulagdes rigorosas destas propriedades [AS85, Lam83] e outros esquemas de classificagdo. Em particular, existem
diversas tentativas de organizar hierarquicamente as propriedades de animacao (e.g. [MP90]).

Note-se, porém, que para especificar de requisitos de animacio se torna necessdria uma linguagem capaz de definir
propriedades sobre comportamentos infinitos, enquanto para a seguranca é suficiente lidar com comportamentos finitos,
ou com prefixos finitos de comportamentos infinitos. As técnicas de prova usadas na verificagdo destes requisitos sao,
igualmente, distintas. Assim, para estabelecer uma propriedade de seguranca é suficiente mostrar que esta se verifica
no estado inicial do processo e que é preservada pelas transi¢des. Consequentemente, um argumento indutivo sobre
o comprimento da computagdo estabelece que a propriedade é sempre valida. A indugdo aqui é implicita: surge na
justificagdo do método de prova e ndo na sua aplicagdo. Na drea dos métodos formais de desenvolvimento de programas
(por exemplo, em [Jon86]) é comum depararmos com provas deste tipo, por exemplo, na demonstracdo da preservagdo do
invariante pelas opera¢des de um modelo (ou ndo fosse este um tipico requisito de seguranga). Ja a prova de propriedades
de animagéo recorre frequentemente a um argumento indutivo explicito sobre uma observacdo do conjunto de estados
que mede a “distancia” até a verificagdo da propriedade desejada.

5 Interpretacao das Propriedades Temporais

Como Interpretar as Propriedades Temporais?

Vimos ja que o que fundamentalmente distingue as propriedades temporais das propriedades
modais anteriormente consideradas é o facto de as primeiras serem formuladas sobre o con-
junto das computagdes dos processos. Assim, parece razodvel supOr que as mesmas férmulas mo-
dais, se interpretadas sobre sequéncias de transi¢des elementares, poderiam ser “re-utilizadas”
para exprimir propriedades temporais. Por exemplo, poderiamos tomar, como universo de
interpretacdo, um sistema de transi¢do cujos estados continuassem a ser os termos de P, mas
em que, na definicdo das transi¢des, se tomasse 5 C PxP comw € Act* (em vez de
2 C PxDP, coma € Act). Poderiamos, ainda, ser um pouco mais ambiciosos e restringir
esta relagdo as sequéncias que efectivamente representam computagdes validas (de acordo com a
definicdo acima).

Em qualquer caso, obtemos uma estrutura de interpretacdo muito mais rica que, por si s6, sugere
a introdugdo de novos operadores na légica: operadores que realizem uma “quantificagdo” sobre
as computacdes (da mesma forma que [—] e (—) “quantificam” sobre as transi¢des elementares).
As légicas resultantes sdo classificadas como I6gicas temporais.

Nota 3

Transigoes etiquetadas por sequéncias de acgdes, ou por determinados tipos destas, introduzem o elemento de tempo-
ralidade que pretendemos dominar. Podemos, mesmo, codificar estas relagdes em estruturas relacionais que modelam
discretamente o tempo como um conjunto de instantes e uma ordem parcial entre eles.

De facto, originalmente, as 16gicas temporais definem-se como légicas modais sobre sistemas de transi¢do nao etiquetados
onde as relagdes de transigdo sdo simples ordens parciais. Se olharmos para essas ordens como a relagdo familiar de
precedéncia temporal e o conjunto de estados como um conjunto de instantes, as duas familias basicas de operadores
modais colapsam em dois tinicos conectivos (uma vez que omitimos a etiquetagem por acgdes). Temos, entdo, () e [] que
exprimem, respectivamente, eventualidade e invaridncia. Diferentes tipos de légicas temporais sdo obtidas considerando
diferentes maneiras de ordenar o tempo. A usual ordem total leva-nos aos modelos lineares. Se, porém, admitirmos nido
linearidade a esquerda ou a direita obtemos os modelos ramificados que permitem considerar distintos cendrios futuros
ou diferentes historias passadas, respectivamente. Recorde-se que uma relacdo de ordem R é linear a direita se (aRc A
bRc) = (a = bV aRb V bRa). Dualmente, diz-se linear a esquerda se (cRa A ¢Rb) = (a = bV aRb V bRa). Existem
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intimeras variantes desta aproximagdo e das suas aplicagdes as ciéncias da computacdo (ver, por exemplo, [Sti92]).

A abordagem que vamos seguir neste curso é, contudo, um pouco distinta. Assim, em vez de
interpretarmos as férmulas modais directamente sobre uma estrutura relacional mais geral, va-
mos encarar as propriedades temporais como limites de propriedades modais sobre transi¢des
elementares. Esta visdo das propriedades tem uma analogia, que queremos explorar, com a visdo
das computagdes de um processo como limites das transi¢does elementares. Por exemplo, a pos-
sibilidade de um processo realizar numa determinada computagdo a transicdo etiquetada por a,
pode ser vista como o limite das possibilidades de, em cada estado dessa computagédo ser possivel
a realizacédo de a.

Porém, para desenvolvermos esta perspectiva, necessitamos de voltar a reflectir sobre as propri-
edades modais que atrds introduzimos. O que motiva

Um Segundo Olhar Sobre a Légica Modal

A cada férmula modal ¢ podemos associar o conjunto dos processos que a verificam, i.e., {E €
P| E = ¢}, conjunto que representaremos por |¢|. Notemos que ¢ e |¢| sdo duas maneiras
distintas de nos referirmos a mesma propriedade, ainda que ¢ o faga de forma mais conveniente
uma vez que, regra geral, |¢| ndo é um conjunto finito.

Uma qualquer propriedade ¢ divide, pois, P em dois subconjuntos disjuntos: |¢| e o seu com-
plemento (i.e., P — |¢|). Este tltimo corresponderia a |—¢|, se tivessemos introduzido na l6gica
o conectivo usual de negacdo (—). Mesmo néo o tendo feito, podemos sempre referirmo-nos ao
complemento de ¢, que representaremos por ¢, como a férmula correspondente a propriedade
P — |¢|. De facto, esta nogdo de férmula complementar estd presente na légica mesmo sem a
introdugdo explicita da negacdo. Podemos defini-la estruturalmente. Assim,

true® =false
false® =true
(1 A 2)" =07 V ¢5
(P1V h2)° =07 A &5
((a)¢) =la]¢*

Esta correspondéncia entre férmulas modais e conjuntos de processos fornece-nos uma definigdo
alternativa da semantica da légica que temos vindo a considerar. Para isso, porém, torna-se
necessdrio definir directamente os conjuntos |¢|, por indugdo sobre a estrutura das férmulas, e
ndo em termos da relagio |=. E facil concluir que

[true| =P

[false| =0
|61 A dall =lo1] N [ 62l
|61V da| =[r] U]

As propriedades modais, vistas como conjuntos de processos, formam uma algebra booleana
(basta verificar que sdo fechadas para as operacdes de intersec¢do e complementacdo e que satis-
fazem os axiomas usuais, cuja verificagdo é sugerida como exercicio).

Mas como vamos interpretar [K|¢ ou (K)$? Tal como a conjungéo é interpretada pela intersecgédo
e a disjung¢do pela reunido, também os conectivos modais ddo origem a fung¢des (undrias) entre
conjuntos de processos. Vamos designar essas fungdes por |[K]| e |(K)|, respectivamente. Por
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exemplo, |[K]| faz corresponder a um conjunto X de processos um outro conjunto de processos
cujas derivadas imediatas por ac¢des em K constituem X. Formalmente,

IIK]| = Axcp.{F €P|seF - F'eac K entio F' € X}

De forma similar se define | (K)|,

H<K>” = )‘XQ]P . {F S P‘ HF/EX,U,GK . F i} F/}

Note-se que o efeito destas fun¢des é operar, em cada processo em X, uma reducgédo ao “estado
anterior” indexada pelas ac¢des em K. Tal como acontece com as interpreta¢des dos conectivos
booleanos usuais, estas sdo igualmente fungdes mondtonas relativamente a inclusdo de conjuntos,
ie.,

Se X1 € Xy entdo |[K][(X1) C |[K][(X2) e [(K)|(X1) € [{K)[(X2)

Além disso ndo é dificil mostrar que as fungdes ||[K]| e |(K)| verificam as seguintes igualdades:

I[K]I(P) =P

[{(E)1(@) =0
IR (X 0 Xe) =|[KT[(X0) N [K][(X2)
{E) (X1 U X2) =[(K)[(X1) U [(K) | (X2)

Podemos, agora, completar a tabela anterior, de interpretacdo das férmulas modais, definido,

I[E]el =1KTI 1)
(K)ol =ICKD [ (lel)

Nota4 [Algebra Modal]

Dissemos acima que a correspondéncia entre férmulas e conjuntos de processos fornecia uma defini¢do alternativa da
semantica da légica modal. Notemos, porém, que, em rigor, a defini¢do estrutural de || | para o caso dos conectivos mo-
dais s6 é valida assumindo que trabalhamos num universo de processos fechado para a relagdo de transigao, o que é o
caso de IP.

Feito este tltimo comentario, o que é interessante é que obtivemos um novo nodelo para a 16gica de sabor mais algébrico,
em alternativa ao que ja tinhamos (i.e., os sistemas de transi¢do ou, genericamente, as estruturas relacionais). De facto, e
seguindo um procedimento usual em Matemadtica, podemos olhar estes conjuntos de processos e operadores sobre eles
(e.g. N, 0, |[K]|, ..) como objectos e operadores abstractos que respeitam determinados axiomas equacionais. Podemos,
assim, definir a nogao de dlgebra modal:

Defini¢do. Uma algebra modal é um tuplo (P, 1,1, -, {||[z]|| = € Act}) onde (P, 1,1, ) forma uma algebra booleana e,
para cada x € Act, o operador |[z]| : P — P verifica |[z]|(1) = 1 e |[z]|(m M n) = |[z]|(m) O |[z]|(n).

Note-se que os restantes operadores — 0, LI e |(z)| — sdo definidos por abreviatura; em particular LI B nae

I 2 =]z

Esta linha de raciocinio é ilustrativa de uma estragégia mais geral, e muito bem sucedida, em Légica. Trata-se de tra-
duzir conceitos e problemas da légica em termos algébricos, aplicar, de seguida, os métodos da Algebra Universal na
sua resolugdo e traduzir a solugdo de novo para a linguagem da Légica. Esta estratégia corresponde a uma disciplina
prépria — a Ldgica Algébrica — que se iniciou com De Morgan, no final do século XIX, quando a procura de estruturas
correspondentes a logica proposicional classica conduziu a formulagdo das familiares dlgebras booleanas. As algebras
modais, que acabamos de introduzir, desempenham um papel analogo relativamente a 16gica modal [BRV95].
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Historicamente, as dlgebras modais constituiram um dos primeiros modelos para a l6gica modal. De facto, a ponte entre
ambas surgiu num artigo, hoje cldssico, de Jénsson e Tarski em 1951 [JT51], cerca de uma década antes do desenvolvi-
mento da semantica relacional que temos vindo a adoptar, por Kripke e outros [Kri63].

Tal como os sistemas de transi¢ao, as dlgebras modais podem ser classificadas de acordo com certas condig¢des adicionais
que verificam. No caso dos sistemas de transigdo estas surgem como propriedades da familia de relagdes que os definem
(e.g. simetria, serialidade, etc.). Nas algebras modais tais condigdes tomam usualmente a forma de um conjunto de
equagdes — um exemplo tipico é o caso das digebras dindmicas de V. Pratt [?] que constituem a contrapartida algébrica de
certas l6gicas (modais) dos programas imperativos.

A correspondéncia entre estes dois modelos semanticos (relacional e algébrico) é muito ttil quando queremos raciocinar
sobre propriedades exprimiveis neste tipo de l6gicas. Recordemos que esta nossa incursdo algébrica se tornou necessaria
para tentar definir o significado das propriedades temporais dos processos. De facto, cada sistema de transi¢do determina
uma algebra modal sobre a poténcia do respectivo conjunto de estados, como vimos, de forma particular, para o caso

do sistema (P,{—%+ | & € Act}). Dualmente, as dlgebras modais determinam sistemas de transi¢do, segundo uma
construgdo similar a do teorema da representagdo das élgebras booleanas [Sto36].

Propriedades Temporais Como Limites

Como dissemos, pretendemos ver as propriedades temporais como limites de propriedades mo-
dais sobre as transi¢es elementares dos processos. Esta visdo das propriedades tem uma ana-
logia com a semdntica operacional dos processos. De facto, as computagdes, que constituem o
alvo deste tipo de propriedades, resultam do encadeamento, potencialmente ndo finito, dessas
transigdes.

Raciocinemos, pois, por analogia. Quando queremos exprimir padrées comportamentais com-
plexos, e também eles potencialmente ndo finitos, o mecanismo que utilizamos é a recursdo sobre
P, introduzida através da igualdade definicional (£). Que sentido fara introduzir o mesmo me-
canismo nas férmulas modais? Certamente escrever

X £ (a)true

ndo levanta qualquer dificuldade: X é apenas uma férmula verificivel exactamente pelos mes-
mos processos que verificam (a)true. Mas que diremos, por exemplo, de

X £ ()X

Sabemos que uma maneira de interpretar as férmulas modais é associa-las aos conjuntos de pro-
cessos que as satisfazem. Em particular, a interpretacdo de (a)X é uma func¢do em P(P) que
ao conjunto de processos que satisfazem X, qualquer que ele seja, faz corresponder o conjunto
[{a)|(X), do processos que através da realizagdo de pelo menos uma transi¢do por a conduzem
a processos que satisfazem X. Assim, podemos interpretar a formula X £ (a)X como uma
equagio em P(P) cujas solugdes sdo os pontos fixos da funcéo

Axce - [(@)](X)

Note-se que, por um ligeiro abuso de notagdo, identificamos a varidvel 16gica X com uma variavel
sobre P (em rigor, deverfamos ter escrito | X | na fungdo acima).

A questao interessante é, agora, saber como caracterizar os pontos fixos da fun¢do em causa, i.e.,
o0s subconjuntos S C [P que verificam

S = [{@I(S)

A resolugdo deste tipo de equagdes ndo levanta problemas de maior. Contudo, o dominio em
que as temos de resolver (i.e., 0 espago P(P)) é consideravelmente menos rico em propriedades
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algébricas que, por exemplo, o corpo dos reais. Nao disporemos, portanto, de algoritmos expe-
ditos comparaveis.

Vimos atrds que a fun¢do Axcp . [{(a)](X) era mondtona relativamente a inclusdo de conjuntos,
propriedade que, de resto, é partilhada pela interpretacdo em P(IP) dos outros conectivos mo-
dais. Isto basta para podermos, no célculo das solu¢des que procuramos, recorrer a um resultado
classico sobre a existéncia de pontos fixos de fun¢des mondtonas em recticulados completos — o
teorema de Knaster-Tarski.

Instanciando este resultado para o recticulado (P(P), C), concluimos que o menor dos pontos
fixos de uma fungdo mondétona pode ser calculado como a interseccdo generalizada (i.e., o infimo
no recticulado em causa) do conjunto dos respectivos pré-pontos fixos. Estes, por sua vez, sdo
aqueles elementos S de P(P) tais que f(S) C S. Dito de outro modo, e para o caso que nos
interessa, sdo aqueles conjuntos de processos que verificam

[{@(5) < S

Ora, conhecendo néds a definicdo do operador |(a)|, podemos re-escrever a condi¢do acima sob
a forma de um predicado sobre os processos que fazem parte desses pré-pontos fixos. Diremos,
assim, que S é um pré-ponto fixo de Axcp . [{a)[(X) sse

(PRE) Se EcPAE €S ANE-FE entio Ec S

Vejamos que conjuntos S satisfazem esta condicdo. Claramente, o conjunto {A £ a.A} verifica-a.
Mas o0 mesmo se passa com o conjunto vazio (de facto se a premissa é falsa podemos concluir o
que quisermos acerca do consequente da implica¢do). Chegamos, deste modo, a nossa primeira
decepgdo: a férmula, que parecia tdo promissora, equivale a uma férmula que é satisfeita pelo
conjunto vazio de processos, i.e., a férmula false!

Felizmente, porém, esta ndo é a tnica solugdo da equagdo em mdos. Por verificagdo directa
encontramos outra — o conjunto {4 £ a.A}. O teorema de Knaster-Tarski ndo nos diz como obter
uma solugéo arbitraria para a equacéo (foi um “golpe de vista” que nos conduziu a {4 £ a.A}
...), mas, contudo, fornece um método para calcular o outro ponto fixo extremo, i.e., o maior ponto
fixo. De acordo com o teorema, este é calculado pela reunido generalizada (i.e., o supremo no
recticulado em causa) do conjunto dos post-pontos fixos da funcéo, i.e., daqueles subconjuntos S
de P tais que
S < [{@(s)

De novo podemos traduzir esta condigdo sob a forma de um predicado (POST) de acordo com,

(POST) Se E € S entdo E — E' paraalgum E’ € S

Qual serd o maior subconjunto de IP que verifica esta condigdo? A condigdo afirma que, se um
processo pertence a .S, entdo pode realizar a ac¢do a e o processo que resulta dessa realizagdo
pertence igualmente a S. Podemos, assim, concluir que o maior subconjunto de P que verifica
esta condigdo é o conjunto dos processos que apresentam pelo menos uma computagdo infinita
da forma
a a a a
EF—F — E3 — E3 — ...

Conseguimos, pois, exprimir a custa do maior ponto fixo da equagdo modal, a seguinte proprie-
dade temporal:

¢ = Em qualquer ponto da sua evolugdo, o processo tem sempre a possibilidade de realizar a ac¢do a
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O Caso Geral\

Como este exemplo ilustrou, propriedades temporais podem ser formuladas como pontos fixos
de determinadas equagdes. Equagdes que, como vimos, correspondem a interpretagao em P(IP)
de férmulas do tipo X £ ¢, sendo X uma varidvel proposicional e ¢ uma férmula modal onde
X ocorre livre. A forma geral da interpretagdo em P(P) destas equagdes é

X = f(X)

onde = ¢é a igualdade entre conjuntos e f é uma fungdo que transforma conjuntos de processos
em conjuntos de processos de acordo com a ‘especificacdo em ¢/, i.e.,,

[ = Xscp - {S/X}|¢|

onde |.| é estendido a férmulas com varidveis fazendo | X| = X (i.e.,, a interpretacdo da varidvel
légica X é a varidvel em P(P) igualmente designada por X). Com auxilio do teorema de Knaster-
Tarski podemos identificar a menor e a maior solu¢do de uma equagéo deste tipo, ou seja 0 menor
e o maior ponto fixo de f.

Nota 5

Como atrés se referiu, para garantir a existéncia de pontos fixos extremos é necessaria a monotonia de f relativamente a
C, o que se pode verificar para a interpretagdo em P(IP) de todos os conectivos de Lp;. Aqui reside, porém, a razédo pela
qual se omitiu de Ljs o conectivo usual de negacdo. De facto, na sua presenga nem todas as equagdes modais exibem
pontos fixos extremos. Repare-se que, por exemplo em X = =X, f ndo é monétona. E possivel, contudo, introduzir —
desde que se imponha que em qualquer equagéo, toda a ocorréncia livre da varidvel X esteja guardada por um niimero
par de negagdes.

Por vezes as duas solugdes sdo coincidentes (logo, tinicas), mas no caso geral sdo distintas e
existem, ndo raro, outras solugdes intermédias. Como ndo possuimos um processo sistemético
de célculo destas solugdes intermédias, seremos forcados a viver sem elas. No entanto vamos
frequentemente recorrer as solugdes extremas. Temos, pois, necessidade de introduzir alguma
notacao para a elas nos referirmos. Assim, vamos representar por

pX .o

o menor ponto fixo de f acima e por
vX.¢p

o maior ponto fixo. No exemplo em maos, mostramos que ;X . (a)true é equivalente a false,
enquanto vX . (a)true garante a existéncia de pelo menos uma computagao infinita de as. De
modo andlogo, a férmula v X . (T)true caracteriza os processos que se podem comprometer numa
sequéncia infinita de ac¢des ndo observaveis, ou seja, 0s processos divergentes.

Se o conectivo modal f6r parametrizado por um conjunto de ac¢des K C Act, o processo que veri-
fique vX . (K)true pode realizar uma computagao infinita composta por uma sequéncia qualquer
de ac¢oes em K. Em particular, fazendo K coincidir com o préprio Act, a férmula vX . (—)true
representa 0s processos que possuem pelo menos uma computagdo (qualquer) infinita, i.e., que
tém a possibilidade de exibir um comportamento perpétuo.

Vimos, também, que no célculo destes pontos fixos é ttil exprimir as condigdes f(X) C X e
X C f(X) em termos dos elementos de X, i.e.,

(PRE) Se FePeFEc f(X) entdio Fe X
(POST) Se E € X entio FE € f(X)

16



respectivamente.

Exemplo: X = ¢ V {(a)X

Vamos investigar novas equag¢des modais, aplicando esta estratégia para tentar caracterizar ou-
tras propriedades temporais. Comecemos, pois, por considerar a equagdo

X 2 ¢V (@)X

A funcéo implicita é
f = Axce - I8l U [{a)(X)

Vamos desenvolver a condigdo que define os seus pré-pontos fixos. Assim,
(PRE) Se FeP e E<€ f(X) entaio E€ X
=Se EcPe E€(Jo|U](a)|(X)) entdo Ee X
Se EcPe Ec{F|FE¢}U{FeP| Ipecx.F - F'} entdio Fe X
Se EcPe E=¢VIpex . E- E entio Ec X

O menor conjunto de processos que verifica esta condi¢do é formado por processos que possuem
pelo menos uma computacdo ao longo da qual sdo capazes de realizar a ac¢do a até a proprie-
dade ¢ se verificar. Note-se, porém, e aqui estd um ponto fundamental, que existe mesmo, nessa
computagdo, um estado em que ¢ se verifica. E isto porque, ao tomar a intersecgdo destes con-
juntos, ficamos com aqueles que atingem o estado em que ¢ se verifica num ntmero finito de
passos.

Vejamos, agora, qual serd o maior dos pontos fixos de f. Para isso vamos “desenrolar” a condicdo
que caracteriza os respectivos post-pontos fixos.

(POST) Se E € X entio E € f(X)
= Se FeX entio E € (|¢|U|{(a)|(X))

= Se EcX entio Ec{F|FE¢}U{F € X|Ipex.F - F'}
= Se EcX entio EE¢VIpex . E-5FE

O maior ponto fixo é formado tomando a reunido de todos os post-pontos fixos. Isto signi-
fica, neste exemplo, que nele vamos incluir ndo apenas os processos que podem realizar a até
a verificagdo de ¢, mas também aqueles que mantém a possibilidade de realizar a indefinida-
mente, sem nunca chegar a atingir um estado que verifique ¢.

Em resumo, diremos que tanto X .¢ V (a)X como vX .¢ V (a)X exprimem propriedades do
tipo “qualquer coisa acontece até se atingir um estado em que outra propriedade se verifica”.
No primeiro caso, porém, este até é estrito, no sentido em que o estado em causa acaba por ser
alcangado num nuimero finito de passos. No segundo o estado que satifaz ¢ pode nunca ser
atingido.

Dois casos particulares desta propriedade sdo particularmente relevantes na especificagao de sis-
temas concorrentes. O primeiro consiste em substituir a por 7. Neste caso,

pX .o Vv (DX

indica que, ap6s a eventual realiza¢do de alguma actividade interna, o processo que satisfaz este
requisito alcanga um estado que verifica ¢. Note-se que este é precisamente o significado da
férmula () ¢ discutido atrds e que em L, ndo podiamos introduzir por abreviatura.
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O outro caso com interesse surge quando se toma o conjunto Act como parametro do operador
modal. De facto
pX .oV (=)X

significa que existe uma computagdo em que se alcanga um estado que verifica a propriedade ¢
ap6s um numero finito de transi¢des. Repare-se que esta é uma propriedade de animagio fraca.
Animagio porque afirma a ocorréncia de qualquer coisa (no caso, da evolugédo para um estado que
verifica ¢) algures num determinado ponto da vida do processo, mas fraca porque essa garantia
é dada, apenas, relativamente a uma computagdo. De facto, o processo poderia evoluir através
de outra computagdo que nunca alcangasse o tal estado que valida ¢.

Exemplo: X £ ¢ A {(a)X

Consideremos, agora, a seguinte equacgdo

X 2 6 A (a)X
A condicdo (PRE) toma a forma

(PRE) Se FEcPeEE¢AIpex . E- E entio E€ X

Fazendo X = () tornamos falso o antecedente da implicacao, pelo que (PRE) resulta verdadeira.
Daqui concluimos que () é um pré-ponto fixo da fungdo que resulta da interpretacio em P(PP)
do lado direito da equacdo modal. Claramente a interseccdo do conjunto dos pré-pontos fixos
serd também ela vazia. Assim, uX .¢ A (a)X é equivalente a false. A condigdo (POST), porém,
re-escreve em

(POST) Se Ec X entio E=¢AIpex . B FE

o que nos faz concluir que o maior ponto fixo, i.e.,

vX .o A (@)X

serd o conjunto de processos que verificam ¢ e, simultaneamente, exibem uma computacéo infi-
nita da forma
a a a a a
EFE—F —FEy,— E3— FE; — ...

Dito de outro modo, um processo que verifique esta férmula exibe a capacidade de realizagdo
perpétua da acgdo a ao longo da qual a propriedade ¢ permanece valida. Este é claramente um
requisito de seguranga.

Poderiamos ser um pouco mais exigentes e requerer ainda que a propriedade ¢ permanecesse
vélida ao longo de uma computagéo por a infinita ou finita, i.e., conducente a um estado terminal
do processo. Esta variante toma a forma

vX . A ({(a)X V [a]false)
No caso geral, para um conjunto X C Act, exigir que ¢ se verifique durante uma realizagdo

maximal de acgdes em K (i.e., uma computacdo infinita ou finita desde que terminal), constitui
uma propriedade de seguranga fraca e exprime-se, como esperavamos, por

vX.d A ((K)X V[K]false)

ou, ainda, para K = Act, por
vX . p N ((—)X V[—]false)
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Exemplo: X = [—-]X

Vamos terminar com um exemplo um pouco surpreendente. Consideremos a equagdo

X 2 [-X

O maior ponto fixo coincide com o préprio IP. De facto,

(POST) Se Ee€ X entio FE € |[-]|(X)
= Se Fe€X entio (se E - E' ex € Act entio E' € X)

Dito de outro modo, o resultado de uma transicdo qualquer em qualquer processo que pertenca a
um post-ponto fixo X, ainda pertence a X. E imediato que o maior subconjunto de P que verifica
esta condigdo é ele préprio.

Mais curiosa é a andlise dos pré-pontos fixos. Temos,

(PRE) Se FcPe(se F-> E'ex € Act entio F' € X) entio F € X

Claramente, o processo 0 pertence a qualquer conjunto X que verifique (PRE). Por outro lado,
um processo que realize uma qualquer transi¢do e derive em 0 pertence igualmente a X, uma
vez que 0 € X. Mas agora todo o processo que derive por uma qualquer transigdo noutro que,
por sua vez, derive em 0, deve ser ainda considerado em X. E assim sucessivamente. O menor
X que verifica a condicdo é entdo o conjunto de todos os processos finitos. Assim, a propriedade
uX . [—]X estabelece, para um processo que a verifique, a impossibilidade de este realizar uma
computagdo infinita. Versdes menos fortes deste requisito sdo obtidas substituindo Act por um
seu subconjunto K. Nesse caso a propriedade exprime a auséncia de computagdes infinitas com
accoes em K.

6 Taxonomia das Propriedades Temporais

Seguranca e Animacao

Acabamos de ver como que é possivel exprimir propriedades de animacéo e seguranga através,
respectivamente, do menor e do maior ponto fixo de determinadas equagdes. Nos exemplos em
causa, tratavam-se de propriedades de animacéo e seguranca fracas, na medida em que formula-
vam uma eventualidade (no primeiro caso) e uma invaridncia (no segundo) sobre apenas, pelo
menos, uma computagdo. Quer dizer, um processo que verifique qualquer dessas férmulas pode
evoluir realizando computagdes que, de facto, ndo validam os requisitos pretendidos.

Recordemos que uma propriedade de animagdo fraca pode ser expressa pela férmula

pX .oV (—)X

Intuitivamente isto significa que existe pelo menos uma computagdo em que um estado que ve-
rifique ¢ pode ser alcancado?.

2Como de costume, substituindo Act por um qualquer a € Act ou K C Act, obtemos versoes relaxadas da propri-
edade na medida em que as computagdes consideradas ndo sdo quaisquer mas as geradas por a ou pelas acgdes em K.
Geralmente iremos concentrar a nossa atengao no caso em que K = Act, mas tudo o que afirmarmos permanece vélido
Ppara as versdes relaxadas.
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Qual serd o complementar desta propriedade? Se um processo E ndo a verifica, entdo é por-
que todos os estados, alcangdveis ao longo de qualquer uma das suas computagdes, verificam a
propriedade complementar de ¢, i.e., ¢°. Se, por mera cosmética, fizermos i) = ¢¢, tal requisito
escreve-se como

vX A [-]X

como se pode facilmente verificar. Propriedades deste tipo sdo ditas de seguranga forte (repare-se
que agora sao considerdas todas as computagoes).

Temos, pois, que propriedades de seguranga forte e de animagio fraca sdo complementares. Atrds
definimos, estruturalmente, a noc¢do de férmula complementar. Podemos, agora, alargar essa
definicdo as formulas do tipo X . ¢ e vX . ¢. De facto, se uma propriedade é o menor (maior)
ponto fixo da equagdao modal

X 29

entdo a propriedade complementar é o maior (menor) ponto fixo da equagdo

X & ¢

Formalmente,

(1X . ¢) =vX .o
(vX . §)¢ =pX . ¢°

Em exemplo anteriores ja deparamos com este tipo de situagdo. Mostramos, por exemplo, que,
enquanto vX . (1) X exprimia divergéncia, a férmula complementar garantia convergéncia (i.e., com-
portamento nao observével finito). De facto, (vX . (1) X)" = uX . ((7)X)¢ = uX . [7]X.

Vamos aplicar o mesmo raciocinio a férmula que na acima usamos para exprimir a seguranca
fraca. Devemos chegar a formulacdo de uma propriedade que traduza um requisito de animagio
forte. De facto, o complementar de uma garantia de que existe uma computagdo ao longo da qual
¢ se verifica, é a possibilidade de, em todas as computagoes, ser possivel alcancar um estado que
verifique o complementar de ¢. O complemento de

vX . pA((—)X V[—|false)

sera
pX .V ([=]X A (=)true)

com ¢ = ¢°. Esta tltima férmula afirma, precisamente, que serd alcancado (finitamente) um
estado que verifique 9. Trata-se de uma tipica propriedade de animagéo.

Sumariando, temos que seguranga e animagio sdo propriedades complementares. Nao é motivo de
surpresa que a primeira recorra ao maior ponto fixo (dada a necessidade de postular uma garan-
tia ao longo de toda uma vida do processo) e a segundo ao menor (porque as “coisas desejaveis”
devem ser observaveis em tempo finito).

Acgoes e Estados

Ha, no entanto, uma outra distingdo em que é necessario pensar. Consideremos a propriedade
de animacéo forte sobre a Rede de Téxis:
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¢o = A wviatura acaba por regressar a Central

Se regressar a Central f6r modelado pela ac¢do reg, podemos escrever

uX . (reg)true V ([—]X A (—)true)

O que aqui se diz, de facto, é que todas as computacdes do processo viatura alcancam um estado
em que é possivel realizar a acgao reg, facto expresso na sub-férmula (reg)true. Mas isto é diferente
de afirmar que reg efectivamente ocorre.

O que estd em causa é a possibilidade de formularmos as propriedades de animacao (forte) sobre
os estados ou sobre a ocorréncia das ac¢des. No primeiro caso garantimos que um estado com
certas caracteristicas é alcancado. No segundo, gostariamos de dizer que uma determinada acgdo
ocorre. No exemplo em mdos diriamos, entdo,

uX . [—reg]X A (—)true

A forma geral desta propriedade serd, para garantir a realizacdo de uma acgdo em K C Act,

uX . [-K]X A (=)true
Por seu lado, a férmula complementar desta é
vX . (—K)X V [—]false

que, naturalmente, representa uma propriedade de seguranca fraca dirigida, ndo aos estados,
como a que acima consideramos, mas a ocorréncia das acgdes.

A relevancia desta distingdo estados-accdes pode ser ilustrada pelo seguinte exemplo. Considere-
Mos 0S Processos

A() e a. Z Az com Ai+1 £ bAl

>0
BO £ a. Z Bi + Z Bz com Bi+1 £ bBZ
>0 >0

Nao é dificil verificar que o processo (A | Ax), para um k > 0, verifica a propriedade

uX . [—a]X A (=)true

i.e., garantidamente a acaba por ocorrer. No entanto, falha a propriedade

uX . ((—)true A [—alfalse) vV ((—)true A [-]X)

que afirma ser alcancdvel um estado em que a seja inevitavel. De facto, os dois processos podem
evoluir de forma que, em qualquer momento, um deles, pelo menos, ofereca a possibilidade de
realizar b. J4 o processo (By | By), para um k > 0, falha as duas propriedades anteriores, mas
verifica

pX . {a)true V ({—)true A [—]X)

um requisito de animagédo que afirma ser sempre alcangdvel um estado em que a é possivel (po-
dendo, contudo, nunca ocorrer e, muito menos, surgir como inevitavel).

Notemos, por fim, que esta distingdo entre propriedades sobre os estados e propriedades sobre as
accdes ndo faz sentido quando discutimos propriedades de seguranca forte. De facto, dizer que
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um conjunto K de acgdes nunca ocorre é equivalente a dizer que todos os estados em qualquer
computagdo verificam [K|false, i.e.,

vX . [Klfalse A [-]X

Verifica-se imediatamente, por complementagdo, que a mesma distingdo é irrelevante no caso das
propriedades de animagcéo fraca.

Propriedades Condicionais

O poder expressivo da légica modal com pontos fixos é surpreendentemente elevado. Muitas
propriedades podem, de facto, ser formuladas combinando as formas bdésicas estudadas atras.
Por exemplo, suponhamos que queremos exprimir

¢1 = Apbs a recolha de um passageiro (icr), o tdxi tem de o conduzir ao destino (fcr)

A segunda parte de ¢; é um requisito de animacéao forte que exprimimos na forma

pX . [—fer] X A (=)true

Porém, esta propriedade sé tem de se verificar apés o inicio de uma corrida. Se escrevermos
apenas
[icr|(pX . [—fer]X A (=)true)

estamos a dizer muito pouco — apenas que todas as transi¢des por icr a partir do estado inicial
conduzem a estados que verificam o referido requisito de animagdo. O que, em verdade, quere-
mos é especificar que isso mesmo acontece irrelevantemente do estado de evolugdo do processo
Viatura. Ou seja, estamos perante um requisito de segurangca forte. Mais exactamente, um requi-
sito de animagdo embebido num requisito de segurancga forte. A propriedade ¢; traduz-se, pois,

por
vY ficr](pX . [—fer]X A (=)true) A [-]Y

Podemos designar este tipo de propriedades por propriedades condicionais. Neste caso trata-se de
animacdo condicional, mas podemos igualmente pensar em seguranca condicional. Um exemplo
é a propriedade que garante que, sempre que uma dada propriedade ¢ se torna verdadeira, outra
propriedade 1) ndo pode deixar de o ser (ou seja, nunca é possivel ter-se ). Dirfamos, pois,

vY (¢°V (o AvX Y A[-]X))A[-]Y
Outra possibilidade consiste em fixar um requisito de seguranca apds a eventual ocorréncia de

uma accdo. Por exemplo, e de novo no processo Vaitura da rede de taxis, podemos especificar
que

¢ = E possivel alcancar estados a partir dos quais o regresso a garagem (reg) ndo pode ocorrer.

O requisito de seguranga é aqui a impossibilidade de regresso que formalizamos como

vX .[reglfalse A [—] X

Vamos, agora, combina-lo com a propriedade de animagdo (fraca) que traduz a possibilidade
desta situagéo se verificar. Assim,

pY . (vX . [reglfalse A [-]X) V (—)Y
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Um outro tipo de propridades condicionais que ja encontramos sdo as que se formulam em ter-
mos de um até. Por exemplo,

pX YV (oA (=)true A [—]X)
ie., em todas as computagdes ¢ verifica-se até 1) se verificar. Este até é estrito, o que significa
que v acaba por se verificar em todas as computagdes (note-se que esta situacdo é distinta da

analisada atrds, onde consideramos um até estrito mas fraco). Esta restri¢do pode ser removida
complementado o ponto fixo, i.e.,

vX . YV (pA(=)true A [—]X)
Se retirarmos a parcela (—)true, que forca o progresso do sistema, obtemos
vX PV (oA[-]X)

Ou seja, em todas as computagdes (incluindo as finitas) ¢ é valido a menos que 1 se verifique.
Aqui ndo faz sentido forcar a verificagdo de 1.

Propriedades Ciclicas

O tipo mais comum de propriedades que afirmam a recorréncia de determinados padrdes com-
portamentais é a classe das propriedades ciclicas. Por exemplo,

¢4 = Em toda a computagio de um determinado processo de gestio de meméria, out ocorre em segundo,
quarto, sexto, ..., 2n-ésimo Zugar.

traduz-se por
vX . [—]([—out]false A [-]X)

Ou, mais realisticamente, poderfamos requerer que a cada in se seguisse um out, embora outras
acgOes pudessem ocorrer entre estas. Dirfamos, entdo,

uX . [out]false A [in](nY . [in]false A [out] X A [—out]Y) A [—in] X

Note-se que o uso de menores pontos fixos estabelece a condicdo adicional de ser finita a quanti-
dade de transi¢des que podem ocorrer entre um ¢n e um out.

Um pouco mais complexas, mas muito frequentes na especificagdo de sistemas concorrentes sdo
propriedades do tipo

¢5 = Um estado em que in é posstvel é alcancado um niimero infinito de vezes

ou

¢e = Aacgdo in pode ocorrer um niimero infinito de vezes.

As férmulas que exprimem estas condic¢des sdo, respectivamente,

vX  pY . ((in)true V (=)Y) A ([-]X A (—)true)
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vX . pY  [—in]Y A =] X A (=)true

Trocando os operadores de ponto fixo no tltimo exemplo, e substituindo [—] X A (—)true por [in] X
obtemos
pX VY . [—in]Y A [in] X

que exprime a possibilidade de in ocorrer um niimero finito de vezes. Note-se que todas estas
propriedades sdo fortes, na medida em que realizam uma quantificagdo implicita sobre todas as
computagdes.

7 O p-calculus Modal

Acabamos de ver que as propriedades temporais dos processos sdo exprimiveis numa extensao
a légica modal L. Tal extensdo consiste simplesmente em introduzir dois novos (mas podero-
sos) operadores que modelam os pontos fixos extremos da interpretagdo em P(P) de equagdes
modais. Uma vantagem deste procedimento reside no facto de ndo termos tido necessidade de
introduzir uma nova légica, nem sequer um novo modelo para a légica que vinhamos utilizando,
surgindo esta como um fragmento bem caracterizado do caso geral.

2 .

O “caso geral” é aqui precisamente a légica Ly, enriquecida com pontos fixos e um conjunto X
de varidveis proposicionais. Esta constitui o p-calculus modal [Koz83], que aqui vamos designar
por L, as. Juntemos, pois, os cromos num esforco de sistematizagdo. Assim,

o As férmulas bem formadas da légica sdo-no de acordo com o seguinte BNF:
¢ = X [ d1Ahda | 91V | (K)o | [Klp | pX. 0| vX.¢

onde K C Act e X é um conjunto de varidveis.

Note-se que as constantes true e false podem definir-se por abreviatura como

true 2 vX.X e false X uX . X

Da mesma forma, e como vimos atrds, as modalidades observaveis, antes introduzidas
primitivamente em L,;, surgem, agora, como simples abreviaturas de limites. De facto,

DX .V (TX
DX PN [T X

()
1
[W1¢ 2 uX . ¢AlrX

Y
¢

Notemos que a defini¢do de [ ¢ é complementar da de () ¢. Por outro lado, [| ] ¢ define-se
como o menor ponto fixo da mesma férmula usada na definicdo do operador [ J¢. Esta es-
colha garante que nesse caso, ao contrario do que sucede com [ [¢, é excluida a capacidade
de realizacdo infinita de ac¢des ndo observéveis.

e Tal como a sintaxe, a semantica é apenas uma extensdo da nogdo de modelo que ja tinhamos
para a l6gica modal simples. Seguindo a abordagem atras esbogada, vamos considerar que
a relagdo de satisfacdo |= é definida indirectamente em termos dos conjuntos |¢| (i.e., os
conjuntos de processos que validam a férmula ¢).
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Tendo introduzido varidveis na linguagem, é for¢oso considerar modelos parametrizados
por valoragdes, ou seja, funcdes que a cada varidvel atribuem o conjunto de processos em
que esta toma o valor true. Formalmente,

V:X —PP

Obviamente, o célculo da semantica das formulas é relativo a valoracdo das variaveis livres
considerada. Assim, definimos,

X[y =V(X)
|91 A 2llv =|o1lv Nlg2lv
[¢1 V G2llv =lo1llv Uld2lv
IIK]elv =I[K]I(8lv)
KK)olv =[{E) [(I¢lv)

Até aqui nada de novo: apenas indexamos os conjuntos que interpretam as férmulas pela
valoracdo V' e incluimos uma cldusula prépria para dizer que a interpretacdo de uma varidvel
é o conjunto que a valoragdo considerada lhe associa. Para o caso das férmulas cujo co-
nectivo principal é um operador de ponto fixo, teremos, como seria de esperar a luz da
discussdo anterior,

lvX . glv = {S € P S C |dls/xyv}
luX . plv =[S € Pl |¢l(s/xyv € S}

De facto, toda a férmula ¢ determina uma fungdo monétona entre conjuntos de processos,
que acada S C IP faz corresponder o conjunto |$|;s,x}v, relativa a valoragdo V' e a varidvel
X. Assim, as interpretacdes das férmulas v.X . ¢ e uX . ¢ traduzem, respectivamente, e de
acordo com o teorema de Knaster-Tarski, o maior e o menor ponto fixo dessa fungao.

Notemos, por fim, que o conjunto das férmulas que nédo incluem variaveis livres é fechado
para a complementagao.

A nogédo de equivaléncia modal introduzida no inicio do capitulo permanece vélida em L, ;.
Mas o que é muito mais interessante é o facto de os dois resultados sobre a relacdo entre ela e
a bissimula¢do continuarem a verificar-se. O segundo resultado — processos com imagem finita,
modalmente equivalentes, sio bissimilares — decorre directamente uma vez que a tnica coisa que
fizemos foi estender a logica. Infelizmente, e ao contrario do que diria alguma (falsa) intui¢do, a
restri¢do aos processos com imagem finita ndo pode ser relaxada. O primeiro resultado — proces-
sos bissimilares sdo modalmente equivalentes — estd exaustivamente demonstrado em [Sti95]. Aluz
da discussdo acima obtemos imediatamente o facto de estes resultados permanecerem validos
para o fragmento da légica baseado nas modalidades observaveis.

Nota 6

Terminamos aqui o estudo das légicas para processos. Foi nossa op¢do ndo dar uma panordmica das indmeras abor-
dagens disponiveis, mas estudar uma delas com alguma profundidade.

Aldgica estudada — o p-calculus modal — foi inicialmente proposto em [Ko0z83], aplicando ao caso modal uma extensao
que se tem revelado fecunda em outro tipo de légicas: a inclusdo de operadores de ponto fixo. Trata-se de uma légica
finitaria e proposicional que apresenta duas vantagens importantes:

o ¢édecidivel e
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e dotada de um grande poder expressivo (estritamente mais expressiva que légicas como PDL e CTL* muito popu-
lares nas ciéncias da computagao).

Entre os varios tépicos que nao puderam ser abordados neste curso, encontra-se um que é de vital importancia: o estudo
dos métodos de prova para o u-calculus modal. De facto, o cédlculo de pontos fixos pelo teorema de Knaster-Tarski torna-
se pouco expedito, e de dificil compreensdo, para férmulas em que surgem diversos conectivos 1 e v. O seu célculo mais
sistematico pode ser feito calculando os limites de cadeias de Kleene, uma vez que as fungées que interpretam as férmulas
modais sdo, ndo apenas monétonas, mas também, em certas condigdes, continuas. O processo, exemplificado com detalhe
em [Sti95], é instrutivo (na medida em que o préprio célculo das aproximagdes aumenta a nossa compreensao intuitiva
do significado da férmula), embora para processos nio finitos, os indices das cadeias tenham que se estender para 14 do
ordinal w.
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